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PRÉFACE. 


Le  grand  mouvement  progressif  du  siècle  a 
puisé  le  plus  souvent  sa  force  d’impulsion  dans 
la  science  mécanique,  et  si,  dans  ces  derniers 
temps , on  a peu  écrit  sur  la  mécanique  ration- 
nelle, il  en  a été  autrement  de  la  mécanique 
appliquée,  qui  a trouvé  de  nombreux  et  savants 
propagateurs. 

Loin  de  nous  cependant  la  pensée  de  vouloir 
amoindrir  l’œuvre  de  Poisson,  ce  livre  si  complet 
et  si  remarquable  de  clarté  où  il  a versé  à pleines 
mains  les  trésors  de  la  science  et  de  ses  propres 
découvertes.  Mais  nous  pensons  que  cette  pro- 
duction éminente  a dépassé,  sans  l’atteindre,  le  but 
que  nous  nous  proposons  et  par  son  prix  et  par 
son  étendue.  En  un  mot,  nous  avons  cru  qu’il 
manquait  un  Traité  de  Mécanique  complet  et 
succinct , conforme  au  programme  et  à l’cnseigiio- 
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nient  des  Écoles  polytechnique  et  normale.  Le 
lecteur  jugera  si  nous  avons  rempli  la  lacune  que 
nous  venons  de  signaler. 

Nous  avons  été  assez  heureux  pour  suivre  les 
leçons  de  M.  Cauchy,  qui,  jeune  encore,  avait 
agrandi  le  domaine  de  l’analyse  et  était  déjà  l’ana- 
lyste le  plus  ingénieux  comme  le  calculateur  le 
plus  habile  de  l’époque.  Nous  avons  fait  tous  nos 
efforts  pour  suivre  le  maître  pas  à pas  et  briller 
un  peu  de  sa  lumière,  appelant  de  tous  nos  vœux 
sonœuvrepour  fairedisparaitrela  nôtre.  Heureux 
si  en  attendant  nous  avons  été  de  quelque  secours 
à la  jeunesse  studieuse  ! 

Nous  devons  ajouter  que  nous  avons  consulté 
avec  fruit  les  leçons  de  Navier,  auxquelles  nous 
avons  emprunté  le  chapitre  relatif  au  calcul  de 
l’effet  des  machines. 
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MÉCANIQUE 

INTRODUCTION. 

Il  999  M 

I . On  appelle  matière  tout  ce  qui  est  susceptible 
d’aflecter  nos  sens  d’une  manière  quelconque. 

Les  corps  sont  des  portions  de  matière  limitées 
en  tous  sens  et  qui  ont  une  forme  et  un  volume 
déterminés. 

On  nomme  masse  la  quantité  de  matière  ren- 
fermée sous  un  volume  donné. 

Si  l’on  conçoit  que  les  dimensions  d’un  corps  dé- 
croissent simultanément  et  indéfiniment,  la  limite 
de  ce  décroissement  sera  un  point  matériel  : en  ne 
faisant  décroître  ainsi  que  deux  dimensions  ou  une 
seule,  on  arrive  à une  ligne  matérielle  ou  à une 
surface  matérielle. 

Ces  points , lignes  ou  surfaces , diffèrent  de  ceux 
définis  en  géométrie,  mais  ils  se  déterminent  de 
même;  ainsi  un  point  matériel  sera  déterminé 
en  général  au  moyen  de  ses  trois  coordonnées  pa- 
rallèles aux  intersections  de  trois  plans  rectangu- 


( ) 

laires , ou  bien  au  mojen  de  ses  coordonnées  po- 
laires. 

a.  On  appelle  force  une  cause  quelconque  de 
mouvement , soit  quelle  mette  le  corps  en  mouve- 
ment ou  quelle  tende  seulement  à le  produire , son 
eflfet  étant  détruit  par  une  autre  cause.  L’intensité 
d’une  force  se  mesure  par  la  pression  qu’elle  exerce 
sur  un  plan  perpendiculaire  à sa  direction. 

On  considère  trois  choses  dans  une  force , .savoir  : 
son  point  d’application  , son  intensité  et  sa  direction, 
ou  l’espace  quelle  tend  à faire  parcourir  à son  point 
d’application. 

3.  Un  corps  sollicité  par  plusieurs  forces  peut  res- 
ter en  repos , car  on  conçoit  que  ces  forces  peuvent 
se  modiCer,  se  contrarier  et  même  se  détruire  com- 
plètement ; dans  ce  dernier  cas  le  corps  ne  prend  au- 
cun mouvement.  G;t  état  s’appelle  équilibre,  et  on 
dit  que  ces  forces  sont  en  équilibre. 

La  mécanique  a pour  objet  la  recherche  des  con- 
ditions âi  équilibre  et  de  mouvement.  La  première 
partie  se  rapporte  à la  statique , et  la  deuxième  à 
la  djnamique.  Toutes  les  fois  que  les  corps  que 
l’on  considère  ne  sont  point  solides,  la  première 
prend  le  nom  êl hydrostatique  et  la  deuxième  celui 
ài  hydrodynamique. 

4.  Les  forces  se  mesurent  en  prenant  pour  unité 
une  force  de  convention  ; alors  les  forces  peuvent 
être  représentées  par  des  nombres. 

Deux  forces  sont  , lorsqu’étant  apphquées 
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en  sens  contraire  à un  même  point  ou  aux  deux 
extrémités  d’une  droite  invariable , elles  se  font  équi- 
libre. Par  suite  une  force  est  multiple  d’une  autre 
lorsqu’elle  est  formée  par  la  réunion  de  plusieurs 
forces  égales  à la  première  et  agissant  dans  la  même 
direction. 

D’après  cela  on  est  convenu  de  représenter  les 
forces  par  des  droites  prises  sur  leurs  directions. 

5.  Lorsque  plusieurs  forces  P, P', P",  etc.,  agissent 
sur  un  point  et  qu’elles  produisent  des  pressions  P,  P', 
P",  etc.,  la  pression  totale  P+F+P'^+j  etc.,  peut 
être  considérée  comme  produite  par  l’application 
simultanée  des  forces  P, F J*",  etc.  ou  par  l’appli- 
cation immédiate  d’une  seule  force  égale  à P-(-F-4- 
F'-+-,  etc. 

On  appelle  résultante  de  plusieurs  forces  une 
force  capable  de  produire  le  même  effet  que  les 
premières,  et  celles-ci  prennent  le  nom  de  compo- 
santes. 
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PREMIÈRE  PARTIE. 


STATIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

COMPOSITION  ET  ÉQUILIBRE  DES  FORCES  QUI  CONCOU- 
RENT A UN  MÊME  POINT.  COMPOSITION  DES  MO- 
MENTS. 


S I". 


Composition  des  forces  concourantes. 


6.  Si  toutes  les  forces  ou  composantes  , agisseut 
suivant  la  même  droite  et  dans  le  même  sens  , la  pres- 
sion exercée  pouvant  provenir  d’une  seule  force  égale 
à la  somme  des  forces  appliquées,  ou  de  l’application 
simultanée  de  ces  forces , il  en  résulte  que  la  ré~ 
sultante  de  pareilles  forces  est  égale  à leur  somme. 

Si  deux  forces  Q et  P = Q+R  agissent  suivant 
la  même  droite , mais  en  sens  contraire , la  résul- 
tante sera  évidemment  la  force  R agissant  suivant  la 
même  droite  et  dans  la  direction  de  la  force  P,  d’où 
sans  difficulté  l’on  déduit  que,  lorsque  plusieurs  forces 
agissent  suivant  la  même  direction  et  en  sens  contraire, 
la  résultante  est  égale  à la  différence  de  la  somme  des 
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forces  qui  agissent  dans  un  sens , et  de  la  somme  de 
celles  qui  agissent  dans  l’autre,  et  que  de  plus  la  ré- 
sultante agit  dans  le  sens  de  la  plus  grande  de  ces  deux 
forces  finales. 

7.  Il  est  évident  que  1^  résultante  de  deux  forces 
qui  concourent  est  comprise  dans  le  plan  de  ces  deux 
forces  , et  même  dans  leur  angle , et  que , dans  le  cas 
où  ces  deux  forces  sont  égales , elle  est  de  plus  dirigée 
suivant  la  droite  qui  divise  cet  angle  en  deux  parties 
égales  , car  il  n’y  a pas  de  raison  pour  qu’il  en  soit  au- 
trement. 

8.  Considérons  d’abord  deux  forces  P et  Q agissant 
au  point  A,  suivant  des  directions  rectangulaires. 

Fig.  I.  Il  est  évident  que  la  résultante  R est  fonctionnes 
deux  forces  données,  en  sorte  que  l’on  a R=y(P,  Q); 
cette  égalité  ayant  lieu,  quelle  que  soit  l’unité  de  force, 
on  a aussi  : 

«R  =y*(«P.«Q). 

ou,  en  posant  : a = ^ : 


ce  qui  montre  que  l’un  des  rapports  du  deuxième  men- 
bre  se  déduit  immédiatement  de  l’autre.  Tl  est  aisé  de 


jusqu’à  zéro  , l'angle  Avarie  depuis  zéro  jusqu’à  l’infini , 
et  d’une  manière  continue , lorsque  le  premier  rap- 
port varie  lui-même  d’une  manière  continue  c’est-à- 
dire  que  lu  résultante  R prend  toutes  les  positions 
possibles  dans  l’angle  CAB  des  deux  composantes , 
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et  réciproquement,  quelle  que  «oit  la  force  R,  on  peut 
toujours  trouver  deux  forces  agissant , suivant  les 
côtés  de  cet  angle , qui  lui  soient  équivalentes  ; par  un 
raisonnement  analogue,  on  voit  qu’on  peut  poser 

P O 

-=ç(6),  g = x(«l  = 

si  on  décompose  la  force  R en  deux  autres  suivant  les 
lignes  AE  et  AF  rectangulaires,  la  ligne  A E divi- 
sant l’angle  9 en  deux  parties  quelconques, 
on  aura  : 

AE  = R (u) , AF  = X (“)  > 

décomposant  de  même  la  force  A E en  deux  autres  P, 
Q'  agissant  suivant  les  droites  rectangulaires  A 
AC,  on  en  déduira 

F=Rflp(ii)9M,  Q’=R<?(ttlzM; 

décomposant  ensuite  AF  en  deux  autres  P",Q",  suivant 
A B'  et  A C,  on  aura 

P'=Rx(u)x(‘')  Q"=Rx(«)o?M. 

« 

11  vient  de  là  : 

Q'+  Q"=  R j cp  (a)  X (•')  + Z (“)  ? J 
P—  R I (y  {«)  <î  M — X (")  Z {•')  j 

mais  on  a aussi 

Q'+  Q"=  Q =R  X (9)  = R xia-f*-) 

F—  F’s=  P = R (f  («)  = R 9 (u+y) 

et  par  suite 

9 =s  9 (m)  9 (v)  — X (“)  Z M . 

X (u+f)  = X («J  9 (t»)  + 9 («)  X (»') = 


(8) 

multipliant  cette  dernière  égalité  par  y/\  et  ajoutant, 
iL'vient  : 

9 (u  + 1<)  4- X (“+ *')  = 

= l9(“)+l^ — 1 Z“+}  + — 1 Z M|  • ' 

La  diflérentielle  du  premier  membre  étant  la  même 
par  rapport  à u et  i' , on  peut  égaler  les  dérivées  du 
deuxième  membre,  ce  qui  donne 

{ 9'(u)  + l/-=Tz'  (tt) } { 9M  Z M ) = 
J9(u)+l/— Ix  (tt)|  + Iz'M] 

d’où 

9(“)  + v'_l^(u)  (pM  + ^/Hï 

le  deuxième  membre  restant  le  même  lorsqu’on  fait 
varier  u , on  en  conclut  évidemment 

9'  (u)  4-  V — 1 x'(«)  O 
= G = constante 

9 (u)  4-  V—i  X {«) 
ou 

d{9(i<)4-k^x(“)j 

■ = C du, 

9(u)4-V/— lx(“) 

ou  bien  encore  (1) , 

— l;ç(tt)|=:C  du 

fl  ) La  lettre  d indique  la  différentielle , et  la  lettre  l signifie 
logarithme. 
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ou  en  intégrant 

l.  {<p(u)+k'irî;ç(tt)]  =CH+C'i 
or , si  nous  posons  « = 0 , . 
alors  <5i(u)  = l x(«)s=o 

et  légalité  précédente  se  réduit  à / (1)  = C' , d’où 
C’  = 0;  au  contraire  la  supposition  u = — 
donne  : 

,j, (|)+K=î,(|)j=c  i=/.K=ï=: v/=i 


l.{a+b  V — 0=  ; /(a’+i’)4-  ^arc.  tang.  — — 1, 

expression  qui,  pour  a=0etè=l,  se  réduit  à-  KZÎ. 

2 

Ainsi  C = \/ — 1,  et  on  a donc  définitivement 


^ {<?(“)+ (“)  j 

et 

<f{u)+i^ — l;^(u)=e‘‘^~'  =cos.  «+sin.l^ — 1, 

donc 


O (u)  = ^ = cos.  U 
K 


Z(“)  = ^=sin.u, 


ou  bien  P=R  cos.  u,  Q = Rsin.«etR’  = P*+Q*.  Donc 
la  résultante  de  deux  forces , agissant  suivant  des 
droites  rectangulaires , est  représentée  en  gran- 
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deur  et  en  direction  par  la  diagonale  du  rectangle 
construit  sur  les  deux  composantes. 

9.  La  propriété  que  nous  venons  de  démontrer 
étant  le  théorème  fondamental , nous  allons  en  don- 
ner une  autre  démonstration  très-rigoureuse  et  in- 
dépendante du  calcul  diflércntiel. 

Fig.  a Soient  deux  forces  quelconques , agissant  au  point 
A et  représentées  en  grandeur  et  en  direction  par 
les  longueurs  AB,  AG,  la  résultante  sera  dirigée 
suivant  une  droite  dans  l’angle  BAC  : soit  pour 
le  moment  AI)  sa  grandeur  et  sa  direction.  On  voit 
évidemment  que  les  deux  forces  2 P,  2Q,  donnent 
la  résultante  2 R , n P,  n Q ra  R ; de  même  , 

— , — donnent  — en  grandeur  et  en  direction;  car  si 
nu  n " 


cette  direction  n’était  pas  AD,  les  deux  forces 


ou  P et  Q,  devraient  avoir  leur  résultante  dirigée  sui- 

P Q 

vant  AD  , ce  qui  n'aurait  pas  lieu  : ainsi , —,  — don- 


R , mP  mQ  y wiR  , „ , 

nent  — ,donc — , — - donnent , m et  n étant  des 

n n n n 

nombres  entiers  quelconques.  On  peut  donc  suppo- 
ser que  m et  n varient , de  manière  que  leur  rapport 
converge  vers  une  quantité  quelconque,  rationnelle  ou 
irrationnelle.  Or,  ce  sera  encore  vrai  à la  limite  ; donc. 


pour  — = X quelconque , entier , fractionnaire  , 

rationnel  ou  irrationnel,  on  a toujours  P x,  Qx 

Rx,  si  P et  Q donnent  pour  résultante  R (x  n’a 
pas  de  signe , puisque  P et  Q n’en  ont  pas }.  Si  l’on 
veut  une  valeur  de  x,  pour  laquelle  Rx  = P,  il 
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P 

faut  que  or  = g ; ainsi  les  deux  composantes,  autour 
P*  PO 

de  Rjf  ou  de  P,  seront  ^ et  : si  Von  voulait  au 
K K 

contraire  que  la  résultante  fût  égale  à Q , les  deux 
Q*  PQ 

composantes  seraient  g-  et 

Cela  posé , il  est  facile  de  démontrer  que  la  ré- 
sultante de  deux  forces  rectangulaires  est  égale  en 
grandeur  à la  diagonale  du  rectangle  construit  sur 
les  composantes. 

Soient  P et  Q les  deux  forces  données , soit  AD  r‘8'  3. 
la  direction  de  la  résultante,  et  posant  CAD  =7 
et  B A D ^ : nous  venons  de  voir  que  si  la  ré- 
sultante devient  égale  à P,  les  composantes  sont 

P*  PO 

g- et , dirigées  suivant  les  mêmes  droites  AB 

et  A C , ou  formant  les  mêmes  angles  avec  la  ré- 
sultante , et  si  la  résultante  devient  égale  à Q , 
les  composantes  aurout  les  mêmes  directions , et 
PO  O* 

seront  ^et^  : donc  si  la  direction  AE  donne 
n K 

B A E = 7 , la  force  P pourra  être  remplacée  par 

^ et portées  sur  AD  et  AE  (ce  qu’on  voit 

en  renversant  le  système  BACD);  de  même,  si 
F A C = P , la  force  Q pourra  être  remplacée  par 
PO  O* 

et  ^ , portées  sur  AF  et  AD  : ainsi  les  deux  forces 

P»  I Yy  PO 

P et  Q peuvent  être  remplacées  par  — et 
agissant  suivant  AD,  AF,  AF;  or,  dans  le  cas  qui 
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nous  occupe  , |5+v  , d’où  2 p + 2 y = 2^,  et  les  deux 

forces  dirigées  suivant  AE  et  AF  se  détruisent, 
et  1 effet  des  deux  forces  rectangulaires  P et  Q est 
équivalent  à celui  de  la  force  agissant  suivant 

AD  : donc  on  a R = ^ ou 

R 


R-=P-+Q*,  R = |/FTq*, 

et  le  radical  n’est  autre  chose  que  la  diagonale  du  rec- 
tangle construit  sur  les  composantes  ; donc  , etc. 

Il  ne  reste  plus  qu’à  démontrer  que  la  résultante  est 
dirigée  suivant  cette  diagonale. 

Fig.  4-  Cela  est  vrai  pour  deux  forces  égales , puisque  , 
dans  ce  cas  , la  résultante  divise  en  deux  parties 
égales  1 angle  des  deux  compo.santes.  Cela  est  vrai  éga- 
lement dans  le  cas  où  les  carrés  des  forces  sont  entre 

eux  comme  1 : 2 ou  1 ; 3 1 : n.  En  ellet,  soit 

d abord  P et  P 2 les  deux  forces  ; nous  avon.«  prouvé 
que,  dans  tous  les  cas,  R = |/p*+Q*;  donc  ici 
R = P|/3:  il  faut  faire  voir  que  cette  résultante  est 
_ , dirigée  suivant  la  diagonale  du  rectangle  construit  sur 
P et  P|/2.  Or,  tirons  trois  axes  rectangulaires  AX, 
AY,,AZ,  prenons  sur  chacune  de  ces  trois  lignes  une 
longueur  qui  représente  la  force  P,  par  exemple  , AB  , 
AC  et  AE.  La  composition  des  forces  AC  et  AB 
donne  la  résultante  A D en  grandeur  et  en  direction  ; 
il  faut  composer  AD  avec  AE  pour  avoir  la  résultante 
définitive;  donc  elle  part  du  point  A,  et  est  dirigée 
dans  le  plan  EAD.  On  voit  de  même  qu’en  comhi- 
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nant  d’aBord  ÂE  et  AC , ]a  résultante  doit  être  dan» 
le  plan  G AB,  c’est-à-dire  G ABF  ; ainsi,  elle  doit 
être  dirigée  suivant  l’intersection  des  deux  plans  EAD , 
GABF,  qui  est  évidemment  la  diagonale  AF  du  cube  ; 
or,  AD  = P J/2,  AE  = P et  leur  résultante  est  AF, 
qui  est  la  diagonale  du  rectangle  A D F E ; donc  , 
quand  les  carrés  des  forces  sont  dans  le  rapport  de  1 
à 2 , le  théorème  est  vrai.  On  le  démontrerait  de  même 
quand  les  carrés  des  forces  sont  dans  les  rapports  1 : 3 
ou  1 ; & 1 : ra,  en  prenant  simplement 

AB  = P,AC  = PetAE=Pl/2ouAE  = PK3ou 
AE  = Pl/* AE  = P|/7TIm. 

Nous  allons  le  démontrer  maintenant , quel  que  Fig. 
soit  le  rapport  des  carrés  des  forces  : soit  ~ ce  rap- 
port , n»  et  n étant  quelconques  et  P t//n,  P V/n  les 
deux  forces  données , prenons  sur  les  trois  axes  rec- 
tangulaires des  longueurs  égales  à P,  PKi=ï, 

P y/m  ; d’après  ce  qui  précède , la  combinaison  de 
AC  et  AE  donne  la  résultante  AG,  et  la  résultante 
finale  est  comprise  dans  le  plan  G A B ; de  même  la 
conobinaison  de  AB  et  AE  donne  la  résultante  AH  , 
et  la  résultante  finale  est  comprise  dans  le  plan  C AH  ; 
donc  la  résultante  est  dirigée  suivant  A F intersection 
des  deux  plans  G AB,  CA  H.  Or,  AF  est  la  diago- 
nale du  rectangle  ABF  G,  construit  sur  la  force 

Pk^  , et  la  résultante  des  deux  forces  P et  P n — 1 , 
qui  équivaut  à P \/n  ; donc  AF  est  la  diagonale  du 
rectangle  construit  sur  les  dei  x forces  données.  Donc 
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la  résultante  de  deux  forces  quelconques  rectangu- 
laires est  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par 
la  diagonale  du  rectangle  construit  sur  les  compo- 
santes. 

Fig.  6.  Considérons  enfin  deux  forces  quelconcfues  P,  Q 
agissant  au  point  A , et  représentées  par  A B et  A C , 
en  sorte  que  A B C D est  le  parallélogramme  des 
forces.  Abaissons  sur  la  diagonale  AD  les  perpendi- 
culaires B H et  C K , et  après  avoir  mené  par  le  point 
A la  litrne  EF  perpendicubiire  à AD,  tirons  par  les 
points  G et  B des  parallèles  à AD  ; la  force  P se  dé- 
compose eu  deux  autres  AM,  et  AK,  de  même  la 
force  Q se  compose  dans  les  deux  autres,  AN  et  AH. 
Les  deux  forces  AM  et  AN  sont  égales,  et  agissent 
en  .sens  contraire  ; ainsi  elles  se  détruisent , et  les 
deux  forces  restantes  se  réduisent  en  une  seule  égale 
•à  leur  somme  , et  dirigée  suivant  A D.  Ainsi,  d’abord  , 
la  résultante  est  dirigée  suivant  la  diagonale  du  paral- 
lélogramme des  forces;  de  plus,  cette  résultante  est 
égale  à' A K plus  AH  ou  KD;  ainsi,  elle  est  égale 
en  grandeur  à AK  + KDouàAD,  c’est-à-dire  à la 
diagonale.  Donc  la  résultante  de  deux  forces  quel- 
conques concourantes  est  représentée  en  grandeur  et 
en  direction  par  la  diagonale  du  parallélogramme 
des  forces. 

Fig.  7.  R étant  là  résultonte  des  deux  forees  P et  Q . et 
AB  CD  le  parallélogramme  des  forces,  on  a dans  le 

triangle  ABC),  

Âl’+BC*— AC* 

abc— cos.ABC=— cos.BAD  = — — = 

pi  + Q*_R‘ 

ÏPQ 
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d’où  l'on  tire  : 

R’  = F+Q’+2PQcos.(P,Q), 

équation  qui  donne  la  grandeur  de  la  résultante  en 
fonction  des  composi»ntes  et  de  leur  angle,  et  qui,  dans 
le  cas  où  cet  angle  est  droit,  se  réduit  à R’ = P*+Q*, 
résultat  connu. 

10.  Il  estj  évident  que  la  résultante  et  les  deux  com- 
posantes sont  représentées  par  les  trois  côtés  de  l’un 
des  triangles  B AD,  CAD  : ainsi  toutes  les  questions 
que  l’on  peut  se  proposer , sur  la  composition  de  deux 
forces  en  une  seule,  et  sur  la  décomposition  d’une  force 
en  deux  autres , sont  ramenées  à la  résolution  d’un 
triangle.  Or,  le  problème  contient  six  données;  sa- 
voir : les  trois  forces  et  les  trois  angles  compris  entre 
leurs  directions  ; ainsi , trois  de  ces  six  choses  éùmt 
données,  on  pourra  toujours  trouver  facilement  les 
autres. 

Si  trois  forces  sont  en  équilibre  autour  d’un  point, 
l’une  quelconque  d’elles  doit  être  égale  et  directement 
opposée  à La  résultante  des  deux  autres , d’où  l’on  con- 
clut, que  lorsque  trois  forces  sont  en  équilibre  autour 
d’un  point,  chacune  d’elles  peut  être  représentée  par 
le  sinus  de  l’angle  compris  entre  les  directions  des 
deux  autres. 

On  voit  ainsi,  sans  aucune  difficulté,  que  les  deux 
composantes  sont  entre  elles  comme  les  perpendicu- 
laires abaissées  sur  leurs  directions  d’un  point  quelcon- 
que de  leur  résultante , et  que , réciproquement , lors- 
que cette  proportion  a lieu,  le  point  d’où  partent  les 
deux  perpendiculaires  appartient  à leur  résultante. 

11.  Ce  qui  précède  donne  le  moyen  d’obtenir  la  ré- 
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sullante  d’un  nombre  quelconque  de  forces  appliquées 
à un  même  point.  En  eflet,  si  par  l’extrémité  delà  pre- 
mière on  mène  une  ligne  égale  et  parallèle  à la  sui- 
vante, la  ligne  qui  joindra  son  extrémité  au  point 
d’application  sera  la  résultante  de  ces  deux  forces  ; 
d’ailleurs , pour  avoir  la  résultante  cherchée  , il  faut 
prendre  la  résultante  de  deux  des  forces  , la  combiner 
avec  une  troisième,  et  ainsi  de  suite  ; donc,  si  dans 
l’espace  on  forme  un  polygone,  ayant  pour  cèlés  des 
droites  égales  et  parallèles  aux  forces  données,  le  der- 
nier coté  , ou  la  droite  qui  le  fermera,  c’est-à-dire  qui 
joindra  le  point  d’application  à l’extrémité  du  dernier 
cèté , représentera  la  résultante  en  grandeur  et  en  di- 
rection. Quand  le  polygone  se  fermera  de  lui-même,  la 
résultante  sera  nulle,  ouïes  forces  seront  en  équilibre. 

Il  résulte  de  là  que,  dans  le  cas  du  système  de  trois 
forces  non  situées  dans  le  même  plan , la  résulUinte 
est  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  dia- 
gonale du  parallélipipède  construit  sur  les  trois  com- 
posantes , ce  que  nous  avons  eu  déjà  occasion  de  si- 
gnaler. Du  resté , la  démonstration  directe  n’olTre 
aucune  difficulté. 


S II- 


Pivprictés  des  projections  des  forces  et  de  leurs 
moments. 


Fig.  8.  12.  On  appelle proy'cc/ion  tf’nne  force  sut  un  plan 

ou  sur  un  axe  , une  force  représentée  en  grandeur 
et  en  direction  par  la  projection  de  la  ligne  qui 
représente  la  force  do;../e.  Ainsi,  la  projection  d’une 
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force  P = AB,  agissant  de  A en  B,  est  une  force  jx  = 
ab,  et  agissant  aussi  de  a en  h. 

Imaginons  par  un  point  un  système  de  foaces  situées 
ou  non  dans  le  même  pLan,  et  projetons  ces  diverses 
forces  sur  un  même  plan.  Si  nous  construisons  la  résul- 
tante des  forces  données  et  celle  de  leurs  projections, 
nous  formerons  deux  polygones  dont  les  derniers  cê- 
tés  seront  les  deux  résultantes  en  question , et  le 
deuxième  sera  la  projection  du  premier,  évidemment 
d’où  résulte  le  théorème  suivant  ; La  résultante  des 
projections  de  plusieurs  forces  sur  un  plan  est  la 
projection  de  la  résultante  de  ces  forces. 

La  construction  de  la  résultante  de  plusieurs  forces 
étant  la  même  dans  le  cas  où  ces  forces  agissent  suivant 
une  même  droite,  le  théorème  précédent  subsiste  lors- 
qu’on projette  les  forces  sur  un  axe. 

13.  Comme  nous  l’avons  observé,  une  force  est  dé- 
terminée de  direction  lorsque  l’on  connaît  les  angles 
qu’elle  fait  avec  les  trois  demi-axes  de  coordonnées 
positives.  Cela  posé,  soient  P,  P',  P",  etc.,  les  forces 
d’un  système , et  R leur  résultante  : soient  de  plus 
a,  ^,7  les  angles  de  la  première  .avec  les  axes,  a',  p',y' 
ceux  de  la  deuxième,  etc.  , et  a,b,c  ceux  de  la  ré- 
sultante. Projetons  ces  forces  et  leur  résultante  sur 
trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires;  la  projection 
de  la  résultante  sur  l’axe  des  x sera  R cos.  a,  et  les  pro- 
jections des  composantes  sur  le  même  axe , seront 
représentées  par  Pcos.i,  P'cos.a',  etc.  Or,  la  projec- 
tion de  la  résultante  est  la  résultante  des  projections  ; 
on  a donc  : 

(A)  Rcos.  a = Pcos.a+P‘cos.»'+F' cos.  »"+....+ etc. , 

2 
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OD  établirait  de  même  les  deux  égalités  : 

R cos . 6 s=  P cos . P + P'  cos . + P"  cos . S"  4- + etc. 

Ucos.*  = Pcos.7+Fcos.7'  + P''cos.7''+....  + etc. 

Les  projections  ainsi  exprimées  prennent  le  nom  de 
projections  algébriques , et  présentent  cet  avantage  , 
qu’elles  emportent  avec  elles  le  signe  de  la  force  , à 
cause  des  cosinus  qui  y entrent.  Ainsi , les  égalités 
précédentes  subsistent  dans  tous  les  cas.  En  les  éle- 
vant au^ carré  cl  les  ajoutant , il  vient  : 

R’ (cos.'a  +COS  ’b + cos.'c) = R' = P*-H  P"+  F" + + etc.+ 

+ 2PF  (cos.a  cos.ï'  +cos.p  cos.  ^'+cos.7Cos.7' + ....  + etc.) 

2 PP' (cos . « cos . a" + cos . cos . P" +. . . . -t-e te . ) H- . . . . 4- etc.  = 

= P’-t-  F’+P'"  + .'....+ etc.  +2PF  cos.  (P,  P')  4-  etc. 

4- 2PP"cos.  (P,P'')4-....etc.  ^ 

expression  de  la  résultante  en  fonction  des  composantes 
et  de  leurs  angles  deux  h deux.  Dans  le  cas  de  trois 
forces  rectangulaires  , cette  équation  se  réduit  à R*  = 
P*4-P'’4-P"’,  valeur  de  la  diagonale  du  parallélipipède, 
et  lorsque^le  système  se  réduit  à deux  forces  quel- 
conques , ou  retombe  sur  la  valeur 

R*=P*+P'*4-2PP’cos.  (P,  P ). 

g.  14.  Une  force  étant  représentée  par  la  droite  AB, 
si  d’un  point  arbitraire  o on  abaisse  sur  cette  droite 
une  perpendiculaire  oH,  le  produit  ABxoH  sera 
ce  «ju’on  appelle  le  moment  de  la  force  AB,  le  point 
O est  le  centre  des  moments  et  oAB  le  plan  des 
momcnts.'D’après  cela  le  moment  d’une  force  est  le 
double  de  la  surface  du  triangle  formé,  en  joignant 
le  centre  des  moments  aux  deux  extrémités  de  la 
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force,  et  par  conséquent  on  peut  encore  le  mesurer 
par  le  produit  du  rayon  o A,  par  la  perpendiculaire 
Bm  sur  O A,  ou  bien  par  la  projection  de  AB,  sur 
la  perpendiculaire  à oA,  menée  parle  point  A. 

Maintenant,  projetons  le  triangle  oAB  sur  un 
plan  eu  dab\  le  moment  de  la  force  ah  étant  le 
double  de  la  surface  du  triangle  o'a  A , et  ce  dernier 
étant  la  projection  de  oAB,  il  en  résulte  que  le mo-  . 
ment  de  la  projection  d'une  force  est  la  projection 
du  moment  de  celle  force. 

Supposons  que  le  point  o se  confonde  avec  l’origine  Fis.  lo. 
des_  coordonnées  , on  aura 

o A‘  =■  r’  —x'  +jy'‘  + z' 

[xyz  éUnt  les  coordonnées  du  point  A),  les  cosinus 

du  rayon  avec  les  axes  seront  —,  appelons, 

U,  V,  les  angles  de  la  perpendiculaire  au  plan  des 
moments  avec  les  axes  i,  p,y,  ceux  de  la  force  AB; 

"k,  ji,  V seront  déterminés  par  les  trois  équations 

COS.XCOS.f+COS.^COS.p+COS.'/COS.V  = 0, 

X y Z 

— C05.Ï.+  — cos.  U+-  COS.V  = 0, 
r r r 

cos.*X+cos.’p+cos.*v  ~ 1 . 

En  combinant  ces  trois  équations  l’on  obtient  : 

cos. Il  cos. U COS.V 

y'COS.y — zcos.p  scos.a — jrcos.y  arcos.p — j cos.  a 

= V x'+y+z' — [X  cos.oL+ycos.p+zcos.y. 
observons  que  : 

JT  y S 

— cos.  »+ — cos.  P +— cos.  7 =cos.  B.VD  = cos.  OAB'. 
rr'r 
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et  en  multipliant  par  r les  deui  membres , il  Tient  : 

xcos.e4-j'Cos.p+zcos.7Œ=rco8.0AB'=AB'. 

ainsi  le  radical  est  égal  à 

r — Âb’=ÔÂ‘— Âf* =ÔB'*=y 

et  on  a 

COS.>  _ COS.Ji cos» 

yCQS.t ZCOS.p~SCOS.a jrCOS.7~XCOS.p— J^COS.*  P 

Si  l’on  suppose  le  point  o fixe  et  le  rayon  recteur  rigide 
et  inextensible , la  force  P imprimera  au  plan  des  mo- 
menU  un  mouvement  direct  ou  rétrograde  autour  du 
point  O.  Le  mouvement  est  direct  ou  rétrograde,  sui- 
vant qu’il  s’effectue  de  droite  à gaucbe  ou  de  gauche  à 
droite  pour  un  spectateur  placé  au-dessus  du  plan  ; or, 
dans  la  dernière  équation , les  signes  des  cosinus  dé- 
pendent des  dénominateurs  qui  dépendent eux-mémes 
de  la  nature  du  mouvement  ; mais  le  mouvement  a lieu 
en  sens  inverse  pour  un  spectateur  placé  aux  antipodes 
du  premier,  ou  bien  au-dessous  du  plan  contre  le 
prolongement  de  la  perpendiculaire.  D’après  cela , si 
on  effectue  ce  prolongement,  le  mouvement  sera 
toujours  direct,  les  cosinus  seront  complètement  dé- 
terminés, et  on  aura  les  trois  équations  (B) 
pcoi.'k—ycos.f — zcos.p, 

^C0S.(*=ZC0S.a— XCOS.7, 

/JC0S.V=XC0S.p — ^^cos.  «. 

Pour  obtenir  les  deuxièmes  membres  de  ces  équa- 
tions, on  écrit  les  fractions , dans  l’or- 

cos.  o’  cos.  P ’ cos.  7 

dre  du  mouvement  direct,  puis  pour  avoir,  par  exemple^ 
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cos.  >,  qui  est  le  cosinus  de  l'iuigle  ayec  l'axe  des  x , on 
réduit  les  facteurs  en^  et  en  z au  même  dénominateur 
et  on  prend  la  dilférence  des  numérateurs. 

15.  Considérons  deux  forces  P,  Q situées  dans  le  Fig.  n. 
même  plan  et  agissant  sur  le  point  A.  Soit  o le 
centre  des  moments  situé  dans  le  plan  des  forces  et  de 
leur  résultante  R.  Posons  oA  = P , CA  = Q,  AB  = P, 

AD  = R : construisons  le  parallélogramme  des  forces 
ABDC,  et  sur  la  ligne  AM  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur  oA  projetons  la  résultante  et  les  composantes  : 
si  les  deux  forces  P,  Q agissent  dans  le  même  sens , 
c’est-à-dire  si  elles  tendent  à faire  tourner  oA  dans  le 
même  sens , on  aura  : 

AD'=AB'+.AC'=AB'+Biy, 

ou 

R'=F+ÇF, 

d’où 

pR'=fF+pQ', 

et  comme  nous  avons  démontré,  n®  13,  que  le  moment 
«l’une  force  peut  se  mesurer  par  le  produit  du  rayon 
vecteur,  et  de  la  projection  de  cette  force  sur  une  ligne 
perpendiculaire  à ce  rayon  vecteur,  et  passant  par  le 
point  d’application , cette  égalité  signifie  que  le  mo- 
ment de  la  i-ésultante  est  égal  à la  somme  des  moments 
des  composantes,  ou  bien  qiieRr=l?p+Qq. 

Si  les  forces  PetQ  agissaient  en  sens  contraire,  ce 
qui  aiura  lieu  lorsqu’elles  tendront  à faire  tourner  oA 
en  sens  contraire , on  trouvera  de  même,  à la  simple 
inspection  de  la  figure , R'  = F — Q',  ( F étant  > Q') 
ou 

pR'=pF-pQ', 
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ou  bien  eucore 

H.r  =zVp~—QlJ  : 

ainsi,  dans  ce  cas,  le  moment  de  la  résultante  est  égal 
à la  différence  iles  moments  des  composants,  et  en  gé- 
néral le  moment  de  la  résultante  est  égal  à la  somme 
algébrique  des  moments  des  composantes , chacun  de 
CCS  nioiiicnls  ayant  le  signe  (jui  lui  convient. 

16.  Si  plusieurs  forces  sont  ajjpliqtiécs  à un  même 
point  et  situées  dans  un  même  plan  avec  le  centre  des 
moments  qu’on  jircnd  arbitrairement,  on  déterminera 
d’al>ord  la  résultante  de  toutes  celles  qui  tendentà  faire 
tourner  le  rayon  vecteur  dans  un  même  sens  , puis  le 
moment  de  celle  résultante  ; on  en  fera  de  même  pour 
es  forces  <(ui  tendent  à faire  tourner  le  rayon  vecteur 
en  sens  contraire  , alors  le  système  des  forces  données 
sera  réduit  à deux  forces  si  tuées  dans  un  même  plan  avec 
le  centre  îles  moments,  et  qui  sont  entièrement  déter- 
minées, ainsi  que  leurs  momeuts.  On  en  conclura  la 
résultante  ilélinitive  et  son  moment,  qui  sera  égala  la 
somme  algébrique  des  moments  des  deux  résultantes 
partielles. 

Fig.  la.  17.  réous  allons  maintenant  examiner  le  cas  où  on 
aurait  jdusieurs  forces  non  situées  dans  le  même  plan 
avec  le  centre  dos  moments. 

Soient  d’abord  deux  forces  P,  Q non  situées  dans  le 
même  plan  avec  le  centre  des  moments.  11  y a deux 
plans  distincts  de  moments  ; si  par  le  centre  des  mo- 
ments on  élève  une  perpendiculaire  à l’un  d'eux,  et  si 
sur  la  partie  de  cette  ligue  , convenable  pour  que  le 
moment  soit  direct , on  porte  une  longueur  exprimée 
par  un  nombre  qui  mesure  le  moment  absolu  de  la 
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force  correspoinlante,  on  construira  ce  qu’on  appelle 
le  moment  linéaire  de  la  force.  Par  le  centre  o des 
moments  élevons  des  droites  oE , oF,  oG  perpendi- 
culaires sur  les  phuis  oÂB,  oAC,  oAD,  qui  ne  sont 
autre  chose  (|ue  les  plans  des  moments  des  deux  forces 
et  de  leur  résultante  R,  et  sur  ces  droites  prenons  des 
longueurs  proportionnelles  aux  moments  Pp,  , Rr, 
nous  aurons  ainsi  les  niomcnls  linéaires  des  trois  forces. 
Ces  trois  moments  linéaires  sont  dans  ui)  même  plan, 
puis(]ue  les  trois  «Iroites  qui  les  re])résentcut  sont  per- 
pendiculairement à la  même  ligne  oA.  ^'oyons  main- 
tciiant  <[uel  est  le  rap[)ort  <[ui  existe  entre  les  moments 
linéaires  de  la  résultante  et  des  composantes. 

Si  les  deux  forces  étaient  dans  le  même  plan  avec 
le  centredes  moments,  on  aurait,  d’après  ce  qui  précède, 
R/  = Pp-l-Q</  : or,  les  moments  linéaires  sont  propor- 
tionnels aux  moments  absolus  ; ainsi  dans  ce  cas  le 
moment  linéaire  de  la  résultante  est  égal  à la  somme 
«les  moments  linéaires  îles  composantes. 

I>es  forces  n’étant  pas  dans  le  même  plan  que  le  cen- 
tre des  moments , appelons  R',  P',  Q*  les  projections 
«les  forces  sur  des  perpendiculaires  au  rayon  vecteur 
situées  dans  les  plans  des  moments  correspondants,  et 
j^isons  : 

P = AC'  Q=AB'  R’  = AI>': 

on  ;i  toujours  : 

pP'=Pp,  fO'=Q7,  ,.R  = Rr(l). 

Le  quadrilatère  AC'B'D',  étant  la  projection  du  paral- 
lélogramme ABCD  sur  un  plan  perpendiculaire  au 
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rayon  vecteur,  est  aussi  un  parallélogramme.  D’après 
les  équations  (1)  les  moments  linéaires  oE,  oF,  oG 
sont  proportionnels  aux  deux  côtés  et  .à  la  diagonale  de 
ce  nouveau  parallélogramme  : de  plus,  ces  lignes  for- 
ment deux  à deux  les  mêmes  angles  ; car,  par  exemple, 
l’angle  C'AD'  mesure  l’angle  des  deux  plans  oAC , 
oAD,  qui  est  aussi  mesuré  par  FoG.  Ainsi  les  angles 
CAD',  FoG  sont  ég-aux  ou  suppléments  , et  il  est  fa- 
cile de  voir  qu’ils  sont  toujours  égaux , en  eflet  ; suppo- 
sons un  moment  que  les  deux  forces  correspondantes 
sont  dans  un  même  plan  avec  le  centre  des  moments, 
il  n’y  a plus  pour  ces  deux  forces  qu’un  seul  plan  des 
moments , et  les  deux  angles  CAD',  FoG  sont  nuis  en 
même  temps.  Si  on  conçoit  que  le  plan  de  l’une  des 
forces  se  sépare  de  celui  de  l’autre  et  tourne  d’une 
certaine  quantité,  les  deux  axes  sur  lesquels  se 
comptent  les  moments  linéaires,  se  sépareront  aussi, 
et  l'angle  qu’ils  comprendront  sera  égal  à celui  des 
deux  plans;  mais  en  même  temps,  les  axes  sur  lesquels 
se  comptent  les  projections  des  forces  se  seront  sépa- 
rés pour  faire  un  angle  égal  il  celui  des  deux  plans,  et 
par  suite  à celui  des  moments  linéaires.  D’après  cela  les 
quadrilatères  AB'C'D',  FoEG  sont  composés  de  trian- 
gles sembl.iblcs , comme  ayant  un  angle  égal  compris 
entre  côtés  proportionnels , et  par  suite  sont  eux- 
mêmes  semblables  : ainsi  le  quadrilatère  oEGF  est 
aussi  un  parallélogramme,  et  ily  a un  parallélogramme 
de  moments  linéaires,  comme  il  jr  a un  parallélo- 
gramme des  forces  : donc  enfin  le  moment,  linéaire 
de  la  résultante  s’obtiendra  au  moyen  des  moments 
linéaires  des  composantes.,  comme  la  résultante  s'ob- 
tient au  m(yen  des  composantes , et  l’on  peut  appli- 


Digitized  by  GoogI 


(a5) 

quer  aux  projections  des  moments  linéaires  tout  ce 
que  nous  avons  dit  des  projections  des  forces. 

18.  D après  ce  qui  précède,  si  Vp,  Vp  P*p" etc. 

sont  les  moments  linéaires  des  forces,  P,  P'  P",  — etc. 
i,u,v,  V,u',/  X",u",v"....  etc.  sont  les  angles  que  ces  mo- 
ments linéaires  font  avec  les  trois  axes,  Rr  le  moment 
résultant  et  l,  m,  n ses  angles  avec  les  axes,  on  aura  : 

Rrcos.  /=P^cos.).+P/>'cos.  a'+ 

Rrcos.m=P/»cos.fi+P'/>'cos.(i'+ 

Rrcos.n=P/jcos.v-f  P'y>'cos.v'+ 

d’où  en  élevant  un  carré  et  ajoutant, 

V=P>’+P'>'’+....+(2PPVco8.(P/>,F^')+...+etc 

équation  qui  dcmne  la  grandeur  du  moment  linéaire 
de  la  résultante  en  fonction  des  moments  linéaires 
des  composantes  et  de  leurs  angles. 

19.  Nous  avons  vu  quela  projection  sur  un  plan  du  Fig. 
moment  d’une  force  n’est  autre  chose  que  le  moment 

de  la  force  projetée  pris  par  rapport  à la  projection 
du  centre  des  moments.  Supposons  qu’on  prenne  le 
plan  pour  plan  des  projections  et  qu’on  construise 
le  moment  linéaire  de  la  force  P,  cette  ligne  fera , avec  le 
demi-axe  des  z positifs,  un  angle  aigu  ou  obtus  que 
nous  appellerons  7 : l’angle  du  plan  des  moments  avec 
le  plan  3^  sera  égal  à 7 ou  à son  supplément  ; ainsi  la 
valeur  absolue  de  la  projection  du  triangle  oAfi  sera 
donnée  par  P^cos.7  (ce  produit  est  pris  positivement); 
et  ce  produit  sera  le  moment  de  la  force  projetée , pris 
par  rapport  à la  projection  du  centre  des  moments. 
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Admettnus  maintenant  qu'on  prenne  l’orif^ine  pour 
centre  des  moments,  le  moment  2oB'A'  de  la  force 
projetée  pris  par  rapport  au  même  centre  des  moments 
sera P^cos-7,  si  on  prend  le  cosinus  avec  son  signe; 
cela  posé,  faisons  mouvoir  le  rayon  vecteur  partant 
de  point  o autour  de  ce  ]>oinl  dans  les  trois  plans  de 
projection  , ce  mouvement  ira  de  ox  en  oj',  puis  de  oj- 
en  os,  et  de  oz  en  ox,  ou  inversement.  Dans  le  j>remier 
cas  le  mouvement  s’cHectue  de  droite  à gauche  , et  est 
Dans  le  deuxième  il  a lieu  de  gauche  .à  droite  , 
et  est  rétrograde.  11  faut  ajouter  f|ue,  i;omme  nous 
l’avons  dit  ]>lushaut,  le  mouvement  est  direct  ou  ré- 
trograde dans  uu  plan  donné  , suivant  ({u’il  se  fait  de 
droite  à gauche  ou  inversement  pour  uu  spectateur  à 
cheval  sur  un  axe  perpendiculaire  au  plan  donné,  et 
ayant  les  yeux  tournés  vers  ce  plan.  Or,  nous  avons 
vu  que  le  moment  linéaire  doit  toujours  être  com])té 
sur  la  perpendiculaire  au  plan  des  moments  du  côté  où 
ce  plan  tend  à se  mouvoir  de  droite  à gauche.  Ainsi , 
lorsque  le  plan  des  moments  coïncide  avec  l’un  des 
plans  de  projection , avec  celui  <le  zx  par  cxeni]>le , 
et  le  centre  des  moments  avec  l’origine,  si  le  mouve- 
ment est  direct , le  moment  linéaire  sera  com])té  sur 
lcs_7^  positifs  , et  s’il  est  rétrograde  , sur  les  négatifs. 
L’angle  y,  c’est-:»-dire  l’angle  du  moment  linéaire  de  la 
force  P avec  les  2 positifs , jmut  être  aigu  ou  obtus  ; 
- s’il  est  aigu , le  moment  linéaire  sera  dirigé  au-dessus 
du  plan  de  xy,  et  il  aura  été  pris  de  manière  que  le 
S|)ectatcur  qui  serait  appuj'c  sur  cette  ligne , voie  le 
mouvement  s’efl’ectuer  de  droite  à gauche  ; |»ar  consé- 
quent, par  rapjwrl  au  même  specUiteur,  la  force  pro- 
jetée tendra  à faire  tourner  le  plan  des xy  dans  le  même 
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sens  ; donc  son  moment  linéaire  sera  dirigé  suivant  les 
c positifs.  Ainsi,  le  produit  Ppcos.y  sera  positif,  et 
le  mouvement  de  la  force  projetée  sera  direct  j si  7 est 
obtus,  ce  produit  sera  négatif;  mais  alors  le  mouve- 
ment du  rayon  vecteur  de  la  force  projetée  serait  rétro- 
grade, comme  on  le  voit  sur  la  figure  ; donc  le  produit 
P^cos-7  sera  positif  ou  négatif,  suivant  <jue  le  mouve- 
ment de  la  force  projetée  sera  direct  ou  rétrograde,  et 
par  suite  suivant  que  le  moment  devra  être  compté  sur 
les  Z positifs  ou  négatifs.  On  raisonnerait  de  même 
pour  les  deux  autres  plans  de  projection. 

Considérons  de  nouveau  une  force  P appliquée  en  Fig.  i4- 
un  point  A de  l’espace,  et  décomjxtsons-la  en  trois 
autres  parallèles  aux  trois  axes  des  coordonnées  , 
et  appelons  a,  p,  7 les  angles  de  cette  force  avec 
ces  axes , les  composantes  seront  Pcos.a , Pcos.^ , 

Pcos.7:  projetons  la  force  P et  ses  composantes  sur 
Je  plan  zx\  deux  d’entre  elles  se  projetteront  en  toute 
grandeur,  et  la  troisième  en  un  point  et  aura  une  pro- 
jection nulle.  En  désignant  |>ar  X,  ft , » les  angles  du 
moment  de  la  force  avec  les  axes  , le  moment  Pp  de  la 
force  pris  par  rapport  au  point  o centre  des  moments, 
aura  pour  projection  algébrique  sur  zx,  P^os.ji; 
ainsi  le  moment  de  la  force  A'  P'  est  la  résultante  des 
deux  forces  A'C,  A'B  , qui  équivalent  à i Pcos.7, 

:±  Pcos.a , en  jtrenant  les  cosinus  avec  leur  signe , et 
elle  est  située  avec  elles  et  le  centre  des  moments  dans 
un  plan  ; donc  le  moment  de  la  résultante  est  égal  à la 
somme  des  moments  des  composantes  ; ainsi  x,  z étant 
les  coordonnées  du  point  A',  on  aura 

Pp  COS.u=-  ± PjTCOSy  diPzCOS.a. 
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11  s’agit  de  déterminer  convenablement  les  signes. 
Considérons  d’abord  le  produit  Pxcos.y  ; si  Pcos.7 
et  X sont  de  même  signe,  la  force  A'  C tend  à 
donner  au  rayon  o A un  mouvement  de  droite  à 
gauche , par  conséquent  le  moment  doit  être  positif 
( car  nous  donnons  des  signes  contraires  aux  moments 
des  forces  projetées  qui  tendent  à imprimer  des 
mouvements  en  sens  contraires  ) ; donc  il  est  égal  à 
Pxcos.7  pris  avec  son  signe.  Si  x et  Pcos.y  sont  <le 
signes  contraires  , on  voit  sur  la  figure  que  le  mouve- 
ment sera  de  gauche  à droite , donc  le  moment  sera 
négatif,  et  sera  bien  représenté  par  Pxcos.y  avec  son 
signe.  Il  est  facile  de  voir  sur  la  figure  que  si  P cos.  a 
et  Z sont  de  même  signe  , le  moment  doit  être  positif, 
tandis  qu’il  est  négatif  s’ils  sont  des  signes  contraires  ; 
donc , dans  tous  les  cas , il  est  égal  à P z cos.  a pris 
en  signe  contraire  ; donc , et  en  raisonnant  de  même 
pour  chaque  plan  de  projection , on  a les  trois  équa- 
tions (1) 

P/JCOS.|i  = P(XCOS.7 — scos.a) 

P/»cos.)i=:  P(:cos.p — y' cos. 7) 

P/5cos.v  = P(y'cos.a — xcos.p) 

Si  maintenant  on  prend  la  partie  positive  de  l’axe 
de  X pour  la  partie  négative  et  réciproquement , on 
voit  que , par  rapport  à cette  nouvelle  disposition  , tous 
les  mouvements  ont  changé  ; donc  si  on  prend  toujours 
avec  le  signe  + les  moments  des  forces  projetées,  qui 
tendent  à imprimer  au  rayon  recteur  oA  un  mouve- 
ment direct , on  aura  les  équations  ( 2 ) 

P/JCOS.pt=P(ïCOS.a — XCOS.7) 

Py7C0s.À.=  P(^cos.7 — îcos.p) 

P^co8.ï=iP  (xcos.p — jrcos.et). 
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Cela  ]K>sé , soit  R , une  résultante  d’un  système  de 
forces  P,  P',  P*'  appliquées  en  un  même  pioint,  en 
faisant  usage  des  notations  adoptées , nous  aurons  : 

Rrcos.  / = R(y'COS.c — scos.^i) 
Rrcos.m=R(scos.a — arcos.c) 

Rrcos.n — R(xcos.  b — y' cos.  a) 

et  de  plus , 

P/>cos.X  =P(y'Cos.7 — scos.p) 

P'/j'cos  \'=  P'(ycos.7' — zcos.p') 

P"y>"cos  .X"=P'(ycos  .7" — zcos  .ys") 

et  des  équations  semblables  pour  les  autres  projec- 
tions. Or,  nous  savons  que  dans  un  pareil  système 
la  projection  du  moment  linéaire  de  la  résultante  sur 
un  axe  est  égale  à la  somme  des  projections  des  mo- 
ments des  composants , on  aura  donc  : 

Rr  cos.  l = Ppcos.\ — Pp'cos.X'+ 

R/'cos.m = P/jcos.  [1 + P'p'cos  ,u'+ 

Rrcos.  n = Ppcos.  v + P'p'cos.»'+ 


ou  bien  : 

Rfy'cos.c — *cos.i)=P(ycos.7 — zcos.p)+P(y'cos.7' — cos.S')+ 

R(rcos.a — xcos.c)=P(zcos.j3 — y'cos.7)+P(xcos.p' — ■y'cos.7)4-.... 

R(xcos.è— ycos.a)=P(xcos.p— ycos.ct  )4-P(xcos  ,p'— y'cos.a  )+.. . 

Si  on  développe  ces  équations,  on  retombe  sur  des 
identités  ; ainsi  se  trouvent  vérifiées  les  équations  pré- 
cédentes , qui  sont  une  nouvelle  expression  des  pro- 
jections du  moment  linéaire  d’une  force  sur  les  axes 
des  coordonnées. 


\ 
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Équilibre  d’un  point  matériel. 

20.  Le  point  étant  sollicité  par  «les  forces  P, P', P"  etc., 
conservons  les  mêmes  notations  <jue  précédemment, 
et  appelons  X,  Y,  Zles  projections  de  la  résultante  sur 
les  axes  des  coordonnées , nous  aurons  évidemment 
les  trois  équations  : 

Pcos.a+P'cos.  a'+ 4-etc.  = X, 

Pcos.p+P'cos.f'+ +elc.  = Y, 

Pcos.y  +P'cos.-/+ +elc.  = Z, 

et  les  trois  suivantes  : 

X = Rcos.a,  Y=Rcos.i,  Z=Ilcos.e: 

la  résidtante  est  entièrement  déterminée  de  grandeur 
et  de  position,  car  on  tire  des  égalités  précédentes  : 

X , Y Z 

cos.  COS.£;  = -;r  COS.C  = — 

K K K 

et 

R’(cos.’  a+cos.’ b+cos.'c)  =X*+Y’+Z’=R*, 
où 

R = I/X’+ïVX*: 

pour  que  le  point  reste  en  équilibre,  il  suffit  que  la 
résultante  soit  nulle,  condition  qui  cnqmrtcles  trois 
équations  ; 


X = O,  Y = O, 


Z = o, 


ou  bien  : 
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Pcos.a+P'cos.a'+ -t-etc  =0, 

Pcos.p+P'cos.^'-t* -t-etc.  =0, 

P cos . 7 ■+•  P' cos . 7' + . . . ■ +etc.  = O . 

telles  sont  les  conditions  d’équilibre. 

21.  Si  le  point  auquel  sont  appliquées  les  forces 
est  situé  sur  une  surface  u= = o il  n’est  plus 
nécessaire  que  la  résultante  soit  nulle  ; il  faut  et  il 
suflit  qu’elle  .soit  norm.ile  à la  surface  , ou  bien  qu’elle 
coïncide  en  direction  avec  la  normale , or,  les  angles 
de  la  normale  avec  les  axes,  sont  : 

du  1 

du  1 

* / /du\ 

dx  1 

et  les  angles  de  la  résultante  devant  être  les  mêmes 
que  ceux  de  la  normale , les  conditions  d’équilibre  se- 
ront : 


COS.  a 

cos.  b 

COS.  c 

du 

du 

du 

da: 

dz 

X 

Y 

Z 

du  ~ 

~ du  ~ 

du 

dx 

dz 

ou  ; 
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ainsi  dans  ce  cas , il  n y a plus  que  deux  conditions 
d’équilibre. 

Fig.  i5.  Considérons  par  exemple,  une  droite  OA  rigide  et 
inextensible;  si  nous  supposons  le  point  O fixe, 
les  forces  appliquées  au  point  A imprimeront  un 
mouvement  de  rotation  à la  droite  autour  du  point 
O,  et  le  point  A décrira  évidemment  une  sphère  d'un 
rayon  OA,  soient  les  coordonnées  du  point 

fixe , et  x^,z,  celles  du  point  A,  l’équation  de  la  sphère 
sera  : 

( X — X.) ’+ ( J'— y-o  )*+ (* — Z,  ) ’=  O A’=  r* 
on  en  déduit  : ' 


du 

dx 


2(x — xo) 


du 
' dy 


= 2 (y-y.) 


du 

dz 


=2(S-*„). 


et  les  équations  d’équilibre  deviennent  : 


J — 


ou  bien  : 


cos  a cosi  cosc  R 

X— X,  y"— y.  ~=  — =0  ~ r 

puisque  X,Y,Z,  sont  proportionnels  aux  cosinus  des 
angles  de  la  résulUinte.  Ces  c(]uations  prouvent  en  ef- 
fet que  la  résultante  coïncide  .avec  la  normale. 

Si  la  surface  n’était  pas  capible  d’une  résistance 
indéfinie  , il  faudrait  en  outre  que  la  résultante  ne 
surpassât  pas  cette  résistance. 

Si  le  point  ne  faisait  que  poser  que  sur  la  surface, 
il  serait  nécessaire  que  la  résultante  des  forces  pressât 
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k point  contre  la  surface  : ainsi  dans  le  cas  de  ta 
sphère,  si  le  point  posait  sur  la  surface  extérieure,  la 
résultante  devrait  agir  en  sens  contraire  de  la  normale, 
cl  par  suite  les  cosinus  de  scs  angles  seraient  égaux 
et  de  signes  contraires  a ceux  de  la  normale  ou  du 
rajon,  et  les  équations  : 


X — Xo  y — ya  * — Sj  r 


se  réduiraient  à : 

X ^ _ 2 __  R 

X — x,~  y—y„  ~ z—z^  ~ r' 

dans  le  cas  où  le  point  reposerai  l intérieurement  sur  la 
surface  de  la  sphère,  le  deuxième  membre  serait  évi- 

, R 

«lemment  + — . 

r 

Ënfln,  dans  le  cas  où  on  voudrait  déterminer  le  point 
x^y,z,  pour  que  l’équilibre  eût  lieu,  il  est  évident 
que  les  deux  écjualions  de  condition  jointes  à celle  de 
la  surface  sulfiraient  pour  cette  détermination. 

22.  Si  le  point  est  assujetti  h rester  sur  deux  sur- 
faces données  u=o,  r =o,  ou  sur  leur  courbe  d’inter- 
section, il  suffira  pour  l’équilibre  que  la  résultante 
puisse  se  déromposcr  en  deux  autres  normales  aux  deux 
surfaces,  ou  bien  qu’elle  soit  normale  à la  courbe,  c’est- 
à-dire,  perpendiculaire  à sa  tangente;  or,  les  cosinus 
des  angles  de  la  résultante  sont  proportionnels  à X, 
Y,  Z,  tandis  que  ceux  de  cette  tangente  le  sont  à dx, 
dy,  dz-,  ainsi , dans  ce  cas  les  équations  d’équilibre  se 
réduisent  à la  suivante  : , 

\Jx+Ydy+Zdz=o. 

3 
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Prenons,  par  exemple,  pour  l’une  des  surfaces  ia 
sphère  : 

(X— x,)*+Cr— ;yj*+(z— ïj*= 

et  pour  l’aulre  le  plan  z-=o,  en  sorte  que  leur  inter- 
section soit  no  cercle  situé  clans  le  plan  sy-,  alors 
Jz  = o,  ou  tire  de  l’équation  de  la  sphère  par  la  dill'é- 
renciation  : 


(X— xJ  dx + {y— y.)  dy=so 

et  l’équation  de  condition  devient  : 

; 

Xdx+Ydy=o 

ou  : 

X _ Y 

X— xo  ~ y— y « 

Si  les  deux  surfaces  n’éticient  pas  capables  d'une  ré- 
sistance indéfinie  , il  faudrait,  comme  précédemment , 
assigner  une  limite  à la  résultante. 

De  même , lorsque  le  point  ne  fait  que  poser  sur  la 
courbe,  on  doit  avoir  égard  à la  direction  de  la  résul- 
tante , ce  qui  n'ofTrc  aucune  difficulté. 

Enfin,  s’il  fallait  déterminer  la  position  du  point, 
cette  détermination  résulterait  de  la  combinaison  de 
l’équation  d’équilibre  avec  les  éejuations  des  deux  sur- 
face». 

On  voit,  d’après  ce  qui  précède,  que  lorsque  le  point 
est  entièrement  libre,  et  que  les  trois  variables  sont 
indépendantes , il  y a trois  équations  d’éc]uilibre  : que 
lorsijue  le  point  est  assujetti  à rester  sur  une  surface  , 
il  n’y  a plus  que  deux  variables  indépendantes  et  deux 
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équations  d’équilibre,  et  que  les  unes  et  les  autres  se 
réduisent  à une  seule  lorsque  le  point  est  astreint 
à demeurer  sur  une  courbe.  Nous  verrons  plus  tard 
que  dans  le  cas  général,  le  nombre  des  équations 
d’équilibre  est  égal  à celui  des  variables  indépen- 
dantes. 


CHAPITRE  IL 


équilibre  d’un  corps  solide  ou  d’un  système 
invariable;  réduction  de  ce  système. 


s P 


Force  principale , moment  principal , axe  principal . 


23.  Soient  A,  A',  A",  etc.,  des  points  de  l’espace  liés 
entre  eux  d’une  manière  quelconque  et  auxquels  sont 
appliquées  différentes  forces  : toutes  les  forces  appli- 
quées au  point  A pouvant  être  réduites  en  une  seule 
P,  en  une  seule  P'  pour  le  point  A',  ainsi  de  suite , il 
suffit  de  considérer  les  systèmes  des  forces  P,  P',  P",  etc. 

Si  nous  transportons  ces  forces  parallèlement  à elles- 
mêmes,  en  un  point  o de  l’espace,  elles  auront  une 
résultante  R passant  par  ce  point,  qui  ne  sera  pas 
en  général  la  résultante  du  système  donné  , et  que  l’on 
nomme jbree principale.  Cette  force  sera  entièrement 
déterminée,  car  si  nous  conservons  les  notations  pré- 
cédentes , et  si  nous  observons  que  les  projections  des 
forces  appliquées  au  jxiinto  sont  les  mêmes  que  celles 
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«les  forces  cIoddccs  , uous  en  conclurons  les  cqualions 
connues  : 

Rcos.tf  = Pcos.a+P'cos.a'+P"cos.a"-t-....  + etc.  = X 
Rcos.  fr=Pcos.p+P'  cos.  f'4*P”cos.^"+....  + etc.  = Y 
R cos.  c=Pcos.y-f'P'cüS.-/4-P"cos.y"-+-....+ctc.  = Z 

d’où  l’on  déduit 

R=  KX*+Y*+Z’,  cos.  a = ~,  cos.i  = L cos.c=^  : 

K K K 

ainsi  la  force  principale  est  déterminée  de  grandeur 
et  de  direction . 

24.  Supposons  maintenant  que  l’on  prenne  le  point 
O pour  centre  des  moments,  et  désignons  par  p,p/, 

p" les  perpendiculaires  Jibaissées  du  centre  des 

moments  sur  les  directions  des  forces  données.  Si  l’on 
construit  les  moments  linéaires  des  forces  , et  si  l'on 
appelle  VuV  etc.,  les  angles  de  ces  moments  .avec 
les  axes  des  coordonnées , K le  moment  linéaire  résul- 
tant et  l,  m , n ses  angles  avec  les  axes,  les  projections 
de  ces  moments  seront  : 

P/JCOS.),  PpCOS.fl,  P/ICOS.v, 

Ppcos.Y,  Ppcos.(i',  P/jcos.»' 
etc.,  etc 

et  on  aura  les  trois  équations  ; 

Keos.  l = Ppcos.),-(-P'/}'cos.'/+P'p''cos.  a"+...  etc.  = L 
Kcos.m  = Ppcos.u+P'p'cos.ji'4-P'p''cos.  u"+ ...  etc.  = M 
Kcos.n  = Ppcos.v+P'p'cos.v'+P"p"cos.v"+...  etc.  = N 

L,M,N  sont  les  projections  du  moment  résultant,  et 
par  suite  : 

, L M N 

cos.  I = — , cos./n  = — cos,  n = — : 

K K K 


K = I/L'+M’+X*. 
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ainsi  le  moment  linéaire  résultant  est  entièrement  dé- 
terminé. 

Si  le  point  o coïncide  avec  l’origine  des  coordon- 
nées, les  équations  précédentes  deviennent  : 

L=P(_ycos.y — icos.S)  +....  + etc. 

M=P(s  cos . a — XC0S.7) +....+ etc . 

N = P (a:  cos.  S — ^_ycos.a)  + ••  .-  + €10. 

si  nu  lieu  du  point  o,  on  prend  pour  origine  un  point 
dont  les  coordonnées  soient  Xa,y,  z»,  et  si  l’on  dési- 
gne par  L„  jNI,  , N,,  les  nouvelles  valeurs  de  L,  M,  N,  on 
aura  les  nouvelles  équations: 

{y— y»)  cos-  7 — (s — *•)  cos.  P } + ....  + etc.  ’ 

M. =  P {(  Z— Z.)  cos.  a — (X  — xJ  COS.7  j + , , +etc. 

N, =P  j (x— xjcos.p  — (j'— ^.)cos.a|+....+ctc. 

opérant  les  réductions,  et  ayant  égard  à des  égalités 
connues , on  en  déduit  : 

L, =L-y-^zJ, 

M, =M— S.X+X.Z, 

N, =N-x-Y-4;y„X, 

ce  sont  les  projections  du  nouveau  moment  linéaire  ré- 
sultant K.  que  l’on  nomme  moment  linéaire  principal 
et  qui  se  trouve  déterminé. 

Si  la  force  principale  est  nulle , alors  : 

X— 0,  Y=o,  Z=o 
etL,=L,M.=M,N.=N, 

ce  qui  prouve  que  lorsque  la  force  principale  est 
nulle  , le  moment  linéaire  principal  est  indépendant 
du  centre  des  moments. 

25.  Si  l’on  projette  le  moment  linéaire  principal  K. 
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sur  la  direction  de  U force  principale , en  désignant 
par  S l’angle  de  eette  force  avee  la  direelion  du  moment 

L.  N.  _ 

en  question,  et  en  observant  que  > "g  » jïj  leaco- 

sinus  des  angles  de  ee  moment  avec  les  axes  des  coor- 
X Y ï 

données  et  =-  ceux  de  la  force  principale  avec 
R A H 

les  mêmes  axes , on  a évidemment 


C08.J  = 


L,X+M,Y+N,Z 
K, R 


d’où,  pour  la  valeur  de  la  prcgection 
principal 


K,cos.^  = 


L,X+M,Y+N.Z 

R 


du  moment 


remplaçant  L,  M,  N,  par  leurs  valeurs,  U vient  : 

„ . LX+MY+NZ 

K,cos.J= = , 


ee  qui  montre  que  la  projection  du  moment  principal 
sur  la  force  principale  est  une  quantité  constante. 

26.  Il  est  facile  de  voir  dans  quel  cas  le  moment  li- 
néaire principal  est  un  minimum , car  une  ligne  éLint 
toujours  plus  grande  ou  égale  à sa  projection , il  en 
résulte  que  le  moment  linéaire  principal  minimum 
est  parallèle  a la  force  principale;  ce  que  l’on  pouvait 
déduire  de  l’égalité 


K,cos.^= 


LX+MY+NZ 


rar  K,  sera  le  plus  petit  possible  pour  la  valeur  mori- 
mum  de  cos.  0,  c’est-à-dire  pour  Æ = 0. 

27.  On  peut  encore  déterminer  le  lieu  des  points 
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tels  que  le  moment  linéaire  principal  soit  un  minimum 
en  effet  : ce  moment  étant  parallèle  It  la  force  princi- 
pale , on  a : 

^ _ M,  _ N. 

X ~ Y ~ Z 

ou  bien 

L— r„Z+z.X  _ M— _ N— a-„Y+r,X 
X ~ Y “ Z ' 


ainsi  le  lieu  des  points  cherchés  est  une  ligne  droite 
qui  se  nomme  axe  principal. 

28.  On  peut  multiplier  les  deux  termes  de  la  pre- 
mière des  fractions  précédentes  par  X,  ceux  de  la 
deuxième  par  Y,  ceux  de  la  troisième  par  Z , cl  égaler 
chacune  d’elles  à une  quatrième  ayant  pour  termes  la 
somme  des  termes  correspondants  des  précédentes , 

cette  quatrième  traction  sc  réduit  a g; , on. 

r 

a donc  : 


L — y^,Z+  3„X  = 


M — S.X  + jToZ 


N-x.Y  + y'.X  = 


LX+MY+NZ  X 
R R 

LX+MY+NZ  Y 
R ■ R 
LX+MY+NZ  Z 
R R' 


Si  on  mène  par  l’origine  une  droite  parallèle  à l’axe 
principal,  son  équation  sera  de  la  forme  ^ ~ ÿ ~ ^ ’ 
or  cette  droite  est  parallèle  à la  force  principale,  donc 
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la.ro  principal  est  parallèle  à la  force  principale , et 
tel  que  pour  chacun  de  ses  points  le  moment  principal 
est  un  minimum  et  dirigé  suivant  cet  axe. 

29.  Quand  la  force  principale  s’évanouit,  X,  Y,  Z 
sont  nuis,  alors  le  moment  linéaire  principal  est  con- 
stant et  il  u’y  a plus  d’ase  principal. 

Fig.  iC.  30.  Si  les  forces  du  système  se  réduisent  à deux , 
et  si  la  force  principale  est  nulle , il  faut  que  ces  deux 
forces  transportées  en  un  même  point  soient  égales , 
agissent  suivant  la  même  droite  et  en  sens  contraire, 
ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  tout  autant  que  dans  leur 
position  primitive  elles  sont  égales , parallèles  et  agis- 
sant en  sens  contraire  ; ce  résultat  se  déduit  aussi  du 
calcul , car  de  l’équation 

R cos.  <2  = Pcos.  a+Fcos.a' 

on  tire 


Pcos.a  = — P' cos.  2, 


t>n  trouve  de  même 

Pcos.p= P'cos.f',  PcOS.7= — P'cos.-/ 

d’mi  en  élevant  au  carré  et  .ajoutant  P’  = P"ouP=P', 
ainsi  les  forces  sont  égales,  de  plus  il  en  résulte 

cos. 2 = — cos. a',  cos.p  = — cos.f',  cos.y= — '/, 

ainsi  ces  forces  sont  parallèles  et  dirigées  en  sens  con- 
traire. Ces  deux  forces  forment  ce  qu'on  appelle  un 
couple, 

31.  Si  l’on  tr.insportc  le  centre  des  moments  au 
point  d’application  A'  de  l'une  des  forces,  le  moment 
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de  cette  force  sera  nul,  et  celui  de  l’autre  force  par 
rapport  à ce  point  est  ee  qu’on  nomme  le  moment  du 
couple  ; ainsi  le  moment  d'un  couple  se  mesure  par  le 
produit  de  la force  V,par  la  distance  des  deux  forces, 
ou  bien  par  la  surface  du  parallélogramme  des  deux 
forces,  et  le  moment  linéaire  du  couple  est  égal  à celui 
de  la  force  P : donc , d’après  ce  qui  précède , le  moment 
linéaire  du  couple  est  toujours  égal  et  parallèle  au  mo- 
ment linéaire  résultant. 

32.  Supposons  maintenant  que  toutes  les  forces  du  1 
système  se  réduisent  à trois , P,  P',  P",  appliquées  aux 
points  A,  A',  A":  si  la  force  principale  est  nulle  , et  si 
de  plus  le  moment  principal  est  nul , alors  on  a les  six 
équations  : 

X = 0,  Y=0,  Z=0,  L=0,  M = 0,  N=0: 

dans  ce  cas  les  trois  forces  sont  nécessairement  dans 
le  même  plan  : en  effet , supposons  que  l'on  prenne  le 
point  A"  pour  centre  des  moments;  la  force  principale 
étant  nulle , le  moment  principal  est*  indépendant  du 
centre  des  moments,  ainsi  il  est  nul  pour  le  point  A"  : or, 
dans  ce  cas,  le  moment  de  la  force  P"  étant  nul , il  faut 
que  les  moments  linéaires  des  deux  forces  P,  P'  soient 
égaux  et  comptés  dans  un  sens  différent  sur  une  per- 
pendiculaire commune  au  plan  des  moments  des  deux 
forces  et  passant  par  le  centre  A",  c’est-à-dire  que  les 
deux  forces  P,  P'  soient  dans  un  même  plan  ! un  rai- 
sonnement analogue  démontrerait  que  deux  autres 
forces  sont  dans  un  même  plan , d’où  l'on  conclut  la 
propriété  énoncée. 

Evidemment  un  couple  n'a  pas  de  résultante. 
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S II. 

Equilibre  d un  corps  solide  libre 

33.  Chercbons  d’abord  l’équilibre  de  deux  points 
liés  par  une  droite. 

Fig.  i8.  Soient  A et  A'  les  deux  points  en  question,  nous 
pouvons  toujours  réduire  toutes  les  forces  à deux  forces 
uniques  appliquées  à ces  deux  points  , et  il  suffit  d’exa- 
miner ce  cas.  L’équilibre  ayant  lieu,  il  ne  sera  point 
troublé  si  nous  supposons  le  point  A'  fixe  : alors  le 
point  A ne  pourra  prendre  qu’un  mouvement  de  rota- 
tion autour  de  A'  et  décrira  une  spbère , ainsi  la  pre- 
mière condition  est  que  la  force  appliquée  en  A soit 
dirigée  suivant  le  rayon  de  la  spbère  AA'  ou  son  prolon- 
gement. On  verrait  de  même  que  la  force  appliquée  en 
A'  doit  agir  suivant  AA'  ou  son  prolongement  ; ainsi 
d’abord  les  deux  forces  doivent  être  dirigées  suivant 
la  même  droite  : d’ailleurs  il  est  évident  qu’elles  ne  peu- 
vent agir  dans  le  même  sens,  puisqu’elles  entraîne- 
raient les  points  d’application  : par  conséquent  elles 
agissent  en  sens  contraire,  et  par  suite  elles  sont  ég.ales  : 
■donc,  les  deux  forces  doivent  être  égales,  de  signe 
contraire,  et  dirigées  suivant  la  droite  que  joint  les 
deux  points  d’application.  De  l’expression  de  ces  con- 
ditions, il  résulte  que  la  force  principale  est  nulle 
ainsi  que  le  moment  principal.  Réciproquement  ces 
deux  dernières  conditions  sont  suffisantes  pour  qu’il  y 
ait  équilibre;  en  effet,  la  force  principale  étant  nulle, 
les  deux  forces  sont  égales,  opposées  et  dirigées  sui- 
vant la  même  droite,  ou  bien  elles  formeut  une  couple . 
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condition  inadmissible , puisqu’elle  est  incompatible 
avec  la  nullité  du  moment  principal. 

34.  Les  conditions  d’équilibre  que  nous  venons  de- 
tiblir,  peuvent  se  déduire  du  calcul,  en  eilet,  on  a 
les  équations  : 

Rcos.a=Pcos.a+Pcos.a', 

Rcos.  6=Pcos.p-t*P'cos.p, 

Rcos.c  =Pcos.7+P'cos.7', 

Keos./  = P(^cos.7  — zcos.p)+  P*  ( j'cos.7' — acos.f/), 
Kcos.m  = P(zcos.a  — j:cos.7)  +P'(zcos.a' — xcos.7'), 
Kcos.«  = P(^cos.a — a:cos.^)  + F(^cos.a' — xcos.p')  ■ 

mais  la  force  principale  étant  nulle,  les  trois  premiè- 
res donnent  : 

Pcos.a= — F cos.  a',  Pco8.f= — P'cos.p,  Pcos.7= — Feos.V' 
d’où  P=F,  et  par  suite  : 

COS.a= — cos.  a', 

COS.p= — cos.^’, 
cos.  7= — cos.  7' 

ainsi  l'on  retombe  sur  les  conditions  énoncées 

Introduisant  ces  conditions  dans  les  trois  équations 
des  moments , après  y avoir  fait  K=  0 , il  vient  ; 

P{jr—y)  COS.7  =P  C0S.J5  (3 — s') 

où  : 

Pcos.p"  Pcos.a 
y~y  X — j/ 

et  de  même  au  moyen  des  deux  autres  ; 

P COS.  7 Pcos.a  Pcos.a  Pcos.p 

s — z'  X — x'  ’ X — x'  ~ X~y  , 
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ainsi  les  trois  équations  d’équilibre  se  réduisent  aux 
deux  ; 

P cos.  a P cos.  P Pc^.  7 
X — X y — y Z — Z 

et  de  plus  on  peut  poser  : 

Pcos.  a Pcos.p  Pcos.y  Pcos.  a'  Pcos.p' 
J— x'  " y— y ~ =— 3'  ~ x'—x  ~ y— y ~ 

Pcos.  7' 


ce  qui  montre  que  les  projections  des  forces  sont  pro- 
portionnelles aux  dérivés  de  l’expression  : 

(x — x'j’-H  Cy— — 3')’  = constante, 

équation  qui  exprime  que  la  distance  des  deux  points 
d’application  est  invariable. 

Dans  ce  cas  le  nombre  des  variables  indépendantes 
est  six;  ainsi,  d’après  ce  que  nous  avons  ditplus  haut 
il  devrait  y avoir  six  conditions  d’équilibre,  tandis  qu’il 
n’y  en  a que  cinq , mais  cela  n’a  rien  de  contraire 
au  principe  énoncé , car  il  est  facile  de  voir  que  le  nom- 
bre des  vari.ables  indépendantes  se  réduit  à cinq  par 
l’équation  de  condition  qui  exprime  que  la  distance 
des  deux  points  est  invariable. 

35.  C’est  ici  le  cas  de  démontrer  qu'une  force pef/tt 
être  appliquée  en  un  point  quelconque  de  sa  direction, 
pourvu  que  ce  point  et  le  point  d'application  soient 
liés  invariablement , cl  que  le  moment  linéaire  de  la 
force  reste  le  même. 

. 18.  Considérons  une  force  P appliquée  nu  point  A,  elle 


Digitized  by  Google 


( 4S  ) 

peut  <!tre  appliquée  en  un  point  quelconque,  A"  «le 
sa  direction,  en  effet  : appliquons  aux  deux  jioiiits 
A', A"  liés  entre  eux  et  au  point  A deux  forces  éjfales 
et  contraires  ; ces  deux  forces  se  détruisant , le  système 
ne  sera  pas  changé , mais  d’un  autre  côté  les  deux 
forces  appliquées  aux  points  A,  A' se  font  équilibre, 
et  il  ne  reste  plus  que  la  force  P"  qui  produit  le  même 
effet  que  P,  et  qui,  étant  appliquée  au  point  A",  peut 
être  considérée  comme  étant  la  force  P transportée 
au  point  A".  En  outre  il  est  évident  que  le  moment 
linéaire  n’a  pas  changé. 

36.  Passons  maintenant  à l’équilibre  de  trois  points 
liés  entre  eux  d’une  manière  invariable. 

Cela  revient  à trouver  l’équilibre  de  trois  points  F'S- 
situés  aux  trois  sommets  d’un  triangle , et  le  c.is 
général  revient  à celui  où  chaque  sommet  n’est  soumis 
qu’à  une  force.  Soient  donc  les  trois  forces  P,  P',  P", 
appliquées  au  sommets  A,  A',  A";  l’équilibre  ne  sera 
|K)int  troublé  en  supposant  fixés  deux  des  points 
A',  A",  alors  le  point  Ane  pouvant  prendre  qu’un  mou- 
vement de  rotation  autour  de  l’axe  A' A'',  et  ne  pou- 
vant décrire  qu’un  cercle  perpendiculaire  à cet  axe , 
l'équilibre  ne  pourra  avoir  lieu  qu’autant  que  la  force 
P sera  normale  à ce  cercle  au  point  A;  ainsi  la  force 
P devra  se  trouver  dans  le  plan  AA' A"  ; en  considé- 
rant ainsi  les  forces  deux  à deux , on  conclura , par  un 
raisonnement  analogue  que  chacune  des  trois  forces, 
et  par  conséquent  les  trois  forces  doivent  se  trouver 
dans  le  plan  de  leurs  points  d’application  : maintenant 
on  peut  décomposer  la  force  P' en  deux  autres  suivant 
A' A"  et  A'A,  et  qu’on  peut  transporter  aux  points 
A.  A”:  ainsi  le  système  se  compose  de  quatre  forces 
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appliquées  en  A et  A"  ; mais  les  «leux  agissant  en  A, 
se  réduisent  en  une  seule  ; de  même  les  [deux  forces 
aj)pliquées  en  A"  se  réduisent  en  une  seule  agissant  nu 
même  jwint,  et  tout  le  système  est  changé  en  celui  de 
deux  forces  agissant  aux  extrémités  d’une  droite;  et 
l'on  retombe  sur  un  cas  déjà  examiné  ; or,  dans  cette 
transformation  la  force  principale  et  le  moment  linéaire 
princip.il  n’ont  pas  changé,  donc,  pour  que  l’équilibre 
ait  lieu,  il  faut  que  la  force  principale  et  le  moment 
linéaire  principal  soient  nuis.  Ces  conditions  sont  suf- 
fisantes , car  alors  les  trois  forces  sont  nécessairement 
dans  un  même  plan. 

Réciproquement,  les  deux  conditions  précédentes 
emportent  l’équilibre , car  les  trois  forces  étant  dans 
le  même  plan , on  pourra , comme  précédemment , les 
réduire  à deux  forces  appliquées  à deux  des  sommets  ; 
or,  les  deux  conditions  d’équilibre  en  question  éta- 
blissent l’équilibre  de  ces  deux  forces  ; donc  elles  éta- 
blissent également  celui  des  trois  premières  qui  ont 
même  force  principale  et  même  moment  linéaire  prin- 
cipiil. 

Ici  nous  avions  neuf  indéterminées,  et  les  six  équ.i- 
tions  d’équilibre  : 

X=0.  Y=0,  Z=0,  L=0,  M=0,  N=0, 

mais  cela  doit  être  puisqu’il  y a toujonrs  trois  équa- 
tions de  condition  qui  font  disparaître  trois  varia- 
bles. 

37.  Considérons  un  système  invariable  quelconque. 

Soient  A,  A'  A",  etc. , les  points  d’application  des  for- 
ces que  nous  supposons  réduites  à une  seule  en  cha- 
que point.  Prenons  trois  points  quelconques  A,  A' A", 
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du  système , et  joignons-les  par  des  droites.  Si  le  plan 
AA'A"  ne  renferme  aucun  des  autres  points,  en  joi- 
gnant le  point  A'"  avec  chacun  des  trois  points,  on 
formera  un  tétraèdre,  et  on  pourra  décomposer  la  force 
appliquée  en  A'",  en  trois  autres  dirigées  suivant  les 
arêtes  de  l’angle  trièdre  A'"  : cela  fait,  ces  forces  pour- 
ront être  appliquées  aux  points  correspondants  A,  A', 
A",  en  portant  successivement  le  sommet  du  tétraèdre 
à chacun  des  points  du  système,  on  verra  que  tout 
le  système  peut  être  remplacé  par  des  forces  appliquées 
à trois  points , et  par  suite  à trois  forces  uniques  appli- 
quées à ces  points.  Dans  le  cas  où  certains  points  se 
trouvent  dans  le  plan  des  trois  premiers , si  les  forces 
elles-mêmes  agissent  dans  ce  plan , on  pourra  les  chan- 
ger en  d’autres  forces  appliquées  aux  points  primitifs  ; 
si  CCS  forces  ne  sont  pas  dans  le  plan  des  trois  premiers 
points,  on  peut  les  appliquer  à un  point  quelconque 
de  leur  direction , et  on  retombe  sur  le  cas  précédent. 
Ainsi , dans  tous  les  cas , l’équilibre  du  système  se  ré- 
duit à celui  de  trois  forces  appliquées  à trois  points 
liés  entre  eux  : or,  dans  les  transformations  effectuées , 
la  force  principale  et  le  moment  linéaire  principal  n’ont 
pas  changé:  donc  les  conditions  nécessaires  et  sufHsan- 
tes  pour  l’équilibre  d’un  système  invariable,  sont  que 
la force  principale  soit  nulle  et  que  le  mouvement  li- 
néaire ptincipal  soit  nul. 

Les  équations  d’équilibre  sont  d’après  ceLa  : 

X=0,  Y = 0,  Z=0,  L = 0,  M=0,  N = 0: 

le  principe  énoncé  semble  être  en  défaut , car  il  n’y 
a que  six  équations  d’équilibre , et  le  nombre  des  va- 
riables indépendantes  peut  être  très  - considérable. 
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■ Mais  il  faut  observer  ((ii'un  corps  quelconque  est 
ilétenuiiié  lorsqu'il  est  fixé  par  trois  de  ses  points, 
et  qu'ainsi  il  n’y  a jamais  plus  de  neuf  variables  indé- 
pendantes qui  se  réduisent  à six  par  les  trois  équa- 
tions de  condition,  qui  expriment  que  ces  trois  points 
sont  liés  entre  eux  d’une  manière  invari.able. 

38.  Lorsque  lôules  les  forces  du  système  sont  dans 
un  même  plan,  on  peut  prendre  ce  plan  pour  celui  des 

; alors  les  angles  y,  y',  y”,  sont  droits  , et  les  coor- 
* données  s,z',  z",  etc.,  sont  nulles  ; donc  dans  ce  cas 
particulier  on  a : 

Z = 0,  M = 0,  N=0, 
et  les  équations  d’équilibre  se  réduisent  à 
X=0,  Y = 0,  L=0. 

30.  Les  conditions  d’équilibre  que  nous  venons  d’é- 
tablir pour  un  système  invariable  sont  entièrement 
les  mêmes  pour  un  corps  solide,  car  ce  dernier  n’est 
([u’un  cas  particulier  d’un  système  invariable  lié  par  des 
droites. 

Ces  conditions  d’é(juilibre  doivent  subsister  pour 
tout  autre  système , mais  alors  elles  cessent  d’être  suffi- 
santes, et  il  faut  y joindre  dans  chaque  cas,  comme 
nous  le  verrons  bientôt , des  conditions  spéciales. 

Fig.  31.  10.  Ce  qui  précède  suffit  pour  trouver  les  conditions 

d’équilibre  de  deux  corps  V,\',  qui  s’appuient  l’un 
contre  l’autre  par  le  point  de  contact  o.  En  efict, 
supposons  que  les  quantités  X,Y,  Z,L,  M,N,  du 
corps  V se  changent  en  X',  Y',  Z',  L',  M',  N',  pour  le 
corps  V',  et  appelons  ^olcs  coordonnées  du  point 

de  contact,  et  a',  b',  c'  les  angles  de  ont  avec  les  axes 
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des  coordonnées.  Le  corps  V'  opposera  une  résistance 
égale  h la  première  R que  lui  fera  éprouver  le  corps 
V : ainsi  il  suffit  de  cliercher  isolément  l’équilibre  de 
chacun  des  corps  , en  ajoutant  aux  forces  qui  le  solli- 
citent une  force  R agissant  suivant  mo  pour  le  premier 
et  m'o,  pour  le  deuxième;  les  équations  d’équilibre 
sont  donc , d’un  côté  ; 

X+Rcos.<*'=0,  Y+cos,è'=0,  Z+Rcos.c'=0 
L+  R ( jTo  cos . b'—jTo  cos.  a') = 0, 

RI  +R  (s,  cos.  a’ — Xocos.  c')  = 0 
N+R(^«cos.c' — z.cos.  è')=:0  , 

et  de  l'autre  : 

X' — Rcos.a'  = 0,  Y = — Rcos.è'=0,  Z — Rcos.c'  = 0 
L — RfXuCOS.è' — ■^ocos.a')=0,  M — R{:,.cos.a' — Xocos.c')=0 
N— Rf^cos.j' — 2 cos.  è')  = 0 : 

ajoutant  les  équations  correspondantes  deux  à deux  , 
on  trouve  immédiatement  : 


X+X'=0,  Y+Y'=0,  Z+Z'  = 0 
l-hL'=o.  m+M'=o,  n+N'=o. 

Les  douze  équations  d’équilibre  se  réduisent  à onze 
par  l’élimination  de  R,  qui  devra  être  une  quantité 
positive  pour  que  les  deux  corps  s’appuient  réellement 
l’un  contre  l’autre. 

Quel  que  soit  le  nombre  de  corps  en  contact,  il  sera 
aisé  de  trouver  les  conditions  d’équilibre , dont  le  nom- 
bre sera  six  fois  celui  des  corps  moins  celui  des  con- 
tacts. 

k 
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S III- 

Systèmes  équivalents. 

41.  On  dit  que  deux  systèmes  de  forces  sont  équi- 
valents lorsqu’ils  sont,  chacun  en  particulier,  capa- 
bles de  faire  équilibre  à un  meme  troisième  système; 
ainsi  supposons  que  le  système  des  forces  P, P ,P",  etc. , 
agisse  sur  des  points  liés  entre  eux  par  telles  conditions 
qu’on  voudra  ; si  ces  forces  ne  sont  pas  capables  d’éta- 
blir l’équilibre  et  que  ce  dernier  ait  lien  par  l’addition 
d’un  système  de  forces  R,  R',  R",  etc.,  si  en  outre  le  sys- 
tème auxiliaire  nécessaire  pour  maintenir  l’équilibre, 
lorsque  les  forces  P, P’, P'',  etc.,  sont  remplacées  par 
d’autres Q, (y, Q",  etc.,  estencore R, R', R",  etc.,  lesdeux 
systèmes  P, P', P"', etc.,  Q.Q'.Q",  etc.,  sont  équivalents. 
Désignons  par  X,Y,Z  les  sommes  des  projections  des 
forces  P, P, P",  etc.,  sur  les  axes,  par  X,  ,Y,,Z,  celles 
des  forces  Q.Q'.Q”,  etc.,  et  enfin  par  X„Y,,Z»,  c.elles 
des  forces  auxiliaires  ; puisque  ce  dernier  système  lait 
équilibre  à chacun  des  deux  autres , on  aura  : 

X+X.=0,  Y+Y.=0,  Z+Z,=0 

de  même  : 

X.4-X.  = 0,  Y.4-Y.  = 0,  Z,+Z,=0, 
d’où  l’on  déduit  : 

X = X.,  Y = Y.,  Z=Z.: 
on  trouverait  de  même  évidemment  -. 

L = L,,  M=M.,  N = N.: 
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donc  pour  que  deux  systèmes  soient  équivalents , il 
Jaut  et  il  suffit  que  la  force  principale  et  le  moment 
linéaire  principal  soient  les  mêmes. 

42-  Maintenant  il  est  facile  devoir  dans  quel  cas  un 
système  invariable  peut  se  réduire  à une  force  unique  ; 
en  effet , supposons  que  cette  force  unique  R existe  ; 
et  désignons  par  a,b,c  ses  angles  avec  les  axes  des 
coordonnées,  par  X,Y,Z,  ses  projections  sur  ces  axes 
par  K son  moment  linéaire  , et  enfin  par /,m,n,L,M,N, 
les  angles  et  les  projections  de  ce  moment , alors  on 
aura  les  six  équations  (c)  : # 

Rcos.â  = X,  Rcos.i=Y,  Rcos.c=:Z  etKcos.  ^=L, 
Kcos.ni=M,  KcOS./J  = N: 

or,  les  trois  premières  sont  précisément  celles  qui  dé- 
terminent la  force  principale  de  grandeur  et  de  direc- 
tion , et  de  même  les  trois  autres  ont  servi  à détermi- 
ner la  grandeur  et  la  direction  du  moment  linéaire  prin- 
cipal ; ainsi  la  force  unique  doit  être  égale  et  parallèle 
à la  force  principale  et  son  moment  linéaire  'doit  être 
égal  et  parallèle  au  moment  linéaire  principal;  d’après 
cela  , si  par  l’origine  des  coordonnées  centre  des  mo- 
ments , on  mène  le  moment  linéaire  principal  et  un 
plan  linéaire  perpendiculaire  à sa  direction  et  qui  sera 
le  plan  des  moments  , La  résultante  devra  être  dans  ce 
plan,  et  la  force  principale  qui  lui  est  parallèle  sera 
aussi  parallèle  au  plan  des  moments , et  par  suite  per- 
pendiculaire au  moment  linéaire  principal;  ainsi  on  a 
l’équation  de  condition  : 

cos.  <zcos.  /4>cos.  &COS.  m+  cos.  ccos.  0 
ou  bien  [d)  LX+MY+NZ=0;  on  a de  plus  X’+Y’+Z'=0, 
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car  évidcnament  les  trois  quantités  X.Y.Z  ne  peuvent 
pas  être  nullcs  en  mène  temps  ; donc  l’existence 
d’une  force  unique  dépend  de  relie  de  ces  deux 
équations. 

, Béciproquement  ces  deux  équations  étant  satisfaites , 
ily’a  une  résultante  unique  : pour  le  prouver , il  suffit 
de  faire  voir  que  l’on  peut  toujours  trouver  une  force 
telle  que  les  équations  (c)  soient  satisfaites.  Par  l’ori- 
gine des  coordonnées , menons  une  ligne  qui  fasse 
avec  les  axes  des  angles  l,m,n,  et  sur  cette  ligne  , con- 
l^truisons  le  moment  linéaire  principal  ; puis  par  l’ori- 
gine même , traçons  un  plan  perpendiculaire  à cette 
ligne,  et  tirons  également  une  autre  ligne  qui  fasse  avec 
les  axes  des  angles  a,b,c.  Cette  dernière  sera  la  for- 
ce principale  qui  sera  parallèle  au  plau  des  moments 
dont  nous  avons  l’équation  (rl);  donc  il  sera  possible 
de  tracer  dans  ce  plan  une  force  parallèle  à la  force 
principale  et  de  prendre  sur  sa  direction  une  longueur 
égale  à la  force  principale , alors  les  trois  premières 
équations  (c)  sont  satisfaites,  et  la  résultante  est  déter- 
minée de  grandeur  et  de  direction , et  il  ne  reste  plus 
qu’à  fixer  un  de  ses  points.  D’abord  elle  ne  peut  pas 
passer  par  l’origine,  puisque  son  moment  K=Rr  n’est 
pas  nul  et  si  par  cette  origine  on  tire  une  ligne  perpendi- 
culaire à sa  direction , en  prenant  de  part  et  d’autre 
sur  cette  ligne  une  longueur  égale  à 

kL*+M*+JN* 

R 

et  en  menant  par  les  extrémités  deces  deux  longueurs 
deux  bgnes  égales  et  parallèles  à la  force  principale  , 
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la  résultante  ne  pourra  prendre  que  l’une  de  ces  deux 
positions  , mais  son  moment  linéaire  devant  aussi  être 
égal  et  parallèle  au  moment  linéaire  principal  qui  est 
déterminé  de  sens  par  rapport  à l’origine  , il  £iudra 
prendre  celle  des  deux  forces  précédentes  qui  tendra  à 
faire  tourner  le  plan  du  moment  linéaire  principal  par 
un  mouvement  direct , ainsi  la  résultante  unique  est 
parfaitement  déterminée  ; donc  les  deux  équations 

LX+MY+NZ=0,  X>+Y*+Z*>0 

sont  nécessaires  et  suf&santes. 

On  peut  arriver  autrement  aux  conditions  d’équi- 
libre. D’abord  nous  sommes  toujours  maîtres  de  pren- 
dre une  force  égale  et  parallèle  à la  force  principale^  et 
les  trois  premières  des  équations  (c)  sont  satisfaites.  Il 
ne  reste  plus  qu’à  chercher  s’il  existe  dans  l’espace  un 
point  X, y, s,  tel  que  si  On  y applique  la  force  précé- 
dente , les  trois  autres  équations  (c)  soient  satisfaites; 
or,  dans  ce  cas  ces  équations  deviennent  : 

R(y'co.s.c — scos.è)  = L,  R(zcos.<2 — xcos.c)  = M 
R(xcos.à — ^_ycos. rt)  = N ou^Z — iY  = L, 

*X— xZ=M,  xY— ^X=N  : 


multipliant  la  première  par  X,  la  deuxième  par  Y,  la 
troisième  par  Z,  et  ajoutant,  il  vient  : 

LY-t-MY  + XZ=0, 

équation  connue,  et  qui  montre  que  ces  trois  équations 
n'en  forment  que  deux  distinctes , et  qu’il  y a une  infi- 
nité de  points  en  ligne  droite  qui  peuvent  satisfaire  à 
la  question , ce  qui  doit  être , puisque  la  résultante 
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peut  être  appliquée  eu  un  point  quelconque  de  sa  di- 
rection. 

43.  Reprenons  les  deux  équations  précédentes 

LX+MT+1VZ=0,  X*+Y«+Z’>0: 

si  la  seconde  n’est  pas  satisfaite , et  si  on  a au  contraire 

X’+Y*+Z*=0ou  X=0,  Y=0,  Z=0. 

il  n’y  aura  pas  de  résultante  unique,  et  la  somme  des 
projections  sur  chacun  des  axes  étant  nulle,  le  système 
ne  pourra  se  réduire  qu’à  un  couple.  Il  est  facile  de 
prouver  qu'en  eflet  il  existe  toujours  un  couple  capa- 
ble de  faire  équilibre  au  système  des  forces  données 
ce  qui  se  réduit  à démontrer  la  possibilité  de  trouver 
un  couple  dont  le  moment  linéaire  soit  égal  et  parallèle 
au  moment  linéaire  principal  : or,  si  par  un  point  quel- 
conque. de  l’espace  on  mène  un  plan  perpendiculaire 
au  moment  linéaire  principal,  tout  couple  tracé  dans 
ce  plan  aura  son  moment  linéaire  parallèle  au  moment 
principal.  Soit  Q la  force  du  couple  et  q la  perjjcndicu- 
laire  abaissée  sur  sa  direction  du  point  d'a'pplication 
de  l’autre  force,  il  reste  à satisfaire  à l’égalité 

Q9  = kL’+M*+JN’: 

ce  qui  peut  se  faire  d’une  inGnitéde  manières , en  dé- 
terminant convenablement  Q ougr  d’après  la  valeur  de 
g ou  Q : donc  le  système  peut  toujours  se  réduire  à un 
couple,  et  le  sens  de  ce  couple  est  déterminé,  puisqu’il 
doit  imprimer  un  mouvement  direct  au  plan  des  mo- 
ments. 

44'.  Quel  que  soit  le  système , on  peut  toujours  le 
décomposer  en  deux  autres  tels  que  , pour  le  premier. 
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les  quontités  X,Y,Z,  L,  M,  N deviennent  X,  T,  Z, 

0,  0,  0,  et  pour  le  deuxième  0,  0,  0,  L,  M,  N ; le 
premier  aura  une  résultante  unique  ; le  deuxième  se 
réduira  à un  couple  ; donc  tout  système  peut  être  ra- 
mené à une  force  et  un  couple. 

i5.  Observons  maintenant  que,  d’après  ce  qui  pré-  Fig.  m. 
cède , un  couple  peut  être  transporté  partout  où  on 
voudra  dans  son  plan  ou  dans  tout  autre  plan  pa- 
rallèle et  tourné  arbitrairement  dans  ce  plan  : par  con- 
séquent, on  peut  disposer  du  couple  précédent  de 
manière  que  l’une  des  extrémités  du  bras  du  couple 
coïncide  avec  le  point  d’application  A de  la  force  uni- 
que R';  alors  les  deux  forces  P,  R'  se  composent  en  une 
seule  R,  qui  n’est  pas  en  général  dans  le  mémeplan  que 
l’autre  force  du  couple  : donc  un  système  quelconque 
invariable  de  forces  peut  toujours  se  réduire  à deux 
forces  qui  ne  sont  pas  en  général  dans  le  même 
plan. 

De  plus,  il  y a une  infinité  de  manières  d'opérer 
cette  réduction , car  le  couple  peut  être  changé  (en  un 
autre  équivalent  d’une  foule  de  manières.  On  voit  en 
effet  que  pour  un  couple,  la  force  principale  étant 
nulle,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
deux  couples  soient  équivalents , est  que  le  moment  lir 
néaire  soit  le  même , et  il  y a évidemment  une  infinité 
de  manières  de  la  remplir.  On  voit  encore  qu'on  peut 
toujours  disposer  du  moment  de  manière  que  l’une  des 
forces  soit  appliquée  à l’origine  des  coordonnées. 

46.  On  peut  opérer  la  réduction  d’un  système  de 
plusieurs  autres  manières.  Ainsi , par  exemple , rien 
ne  nous  empêche  de  partager  le  système  donné  en  deux 
autres  tels  que  pour  le  premier,  les  quantités  X,  Y'  Z, 
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L,  M,  N deviennent  X,  Y,  0,  0,  0,  N , et  pour  le 
deuxième  0,  0,  Z,  L,  M,  0 :dnns  ces  deux  nouveaux 
systèmes , la  condition  LX  + MY4-NZ  = 0 est  toujours 
sutisiuite,  en  sorte  que  le  premier  peut  se  transformer 
en  une  force  unique  ou  un  couple,  selon  que  les  quan- 
tités X,  Y ne  seront  pas  ou  seront  nulles  : s’il  y a une 
force  unique,  les  projections  du  moment  linéaire  prin- 
cipal ou  du  moment  linéaire  de  cette  force  sur  les  axes 
des  X et  des_/  étant  nulles , il  en  résulte  que  ce  moment 
linéaire  est  parallèle  à l’axe  des  z , ou  que  la  force  elle- 
même  se  trouve  dans  le  plan  xjr,  et  passe  déplus  par 
l’origine  dans  le  cas  où  N = 0 : s’il  y a un  couple,  son 
moment  linéaire  étant  toujours  égal  et  parallèle  au 
moment  linéaire  principal , cc  couple  se  trouve  encore 
dans  le  plau  xj , et  quand  N = 0 , le  point  d’applica- 
tion de  l’une  des  forces  est  à l’origine.  De  même  , le 
deuxième  système  se  réduira  à un  couple  ou  à uneforce 
selon  que  z sera  ou  ne  sera  pas  nul.  Dans  le  deuxième 
cas,  la  projection  du  moment  linéaire  sur  l’axe  desz 
éUint  nulle,  le  plan  des  moments,  et  par  suite  cette 
force  est  parallèle  à l'axe  des  z et  passe  par  l’origine 
si  L=0,  M=0  : si  c’est  un  couple,  on  en  conclura 
également  que  son  plan  est  parallèle  à l’axe  desz  : donc 
on  peut  toujours  transformer  un  système  invariable  en 
deux  autres  dirigés , l’un  dans  le  plan  des  ay,  l’autre 
parallèlement  à l’axe  des  z ou  perpendiculaire  au  pre- 
mier plan , ou  bien  parce  que  l’axe  des  z est  arbitraire, 
on  peut  toujours  changer  le  système  en  deux  autres  , 
l’un  parallèle  à un  axe  donné , l'autre  situé  dans  un 
plan  perpendiculaire  à cet  axe. 
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Equilibre  d’un  corps  solide  assujetti  à certaines 
conditions. 

VJ.  Si  le  système  invariable  ou  corps  solide  qui 
doit  rester  en  équilibre  renferme  un  point  fixe,  rien 
ne  nous  empêche  de  prendre  ce  point  fixe  pour  centre 
des  moments  et  d’y  placer  l’origine  des  coordonnées: 
or,  d’après  ce  qui  précède , on  peut  réduire  le  système 
à une  force  passant  par  l’origine,  qui  est  détruite  par 
la  résistance  du  point  fixe,  et  à un  couple  dont  l’une 
des  forces  est  encore  appliquée  à l’oriijine  où  elle  est 
détruite  : il  ne  reste  plus  que  la  deuxième  force  du 
couple  : pour  que  cette  dernière  ne  trouble  point  l’équi- 
libre , il  faudra  qu’elle  soit  appliquée  à l’origine,  ou 
que  le  moment  linéaire  du  couple  soit  nid  : mais  ce 
moment  est  égal  au  moment  linéaire  principal,  les 
équations  d’équilibre  sont  donc 

K=0 ou  L=0,  M=0,  N=0. 

Ü.8.  Supposons  que  le  système  ou  coi^s  solide  soit 
assujetti  à tourner  autour  d’un  axe  fixe  sans  pouvoir 
glisser  dans  le  sens  de  sa  longueur  : prenons  l’axe  fixe 
pour  axe  des  z,  et  plaçons  l’un  des  points  fixes  à l’ori- 
gine des  coordonnées.  Comme  dans  le  cas  que  nous  ve- 
nons d’examiner,  il  n’y  aura  que  le  couple  qui  pourra 
troubler  l’équilibre  : pour  qu’il  ne  produise  aucun  effet, 
il  suffira  qu’il  rencontre  l’axe  des  z,  ou  que  cet  axe  soit 
compris  dans  le  plan  du  couple , ou  bien  enfin  que  la 
projection  sur  l’axe  des  r du  moment  linéaire  du  couple 
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ouilu  tnomenl  linéaire  principal  soit  nulle,  ce  qui  four- 
nit une  seule  équation  d’équilibre  N = 0. 

Si  le  corps  pouvait  en  outre  prendre  un  mouvement 
de  translation  le  long  de  l’axe  fixe , le  plan  du  couple 
devrait  toujours  passer  par  cet  axe,  ce  qui  reproduit 
l’équation  N = 0 ; mais  il  ne  suffirait  plus  que  la  force 
unique  passât  par  l'origine  pour  être  détruite,  il  fau- 
drait encore  qu’elle  fût  située  dans  le  plan  des  xy  per- 
pendiculaire à l’axe  fixe , ce  qui  exige  que  sa  projection 
sur  l’axe  des  z «oit  nulle,  ou  que  l’on  ait  Z=0  : les  deux 
équations  d’équilibre  sont  donc  : 

Z=0,  N = 0. 

49.  Supposons  enfin  que  le  système  ou  le  corps  soit 
assujetti  à la  condition  qu’un  certain  nombre  de  ses 
points  doivent  rester  dans  un  plan  donne , en  sorte  que 
le  système  ne  puisse  prendre  qu’un  mouvement  de  trans- 
lation ou  de  rotation  le  long  de  ce  plan  , c’est-à-dire  de 
manière  que  chacun  de  ses  points  décrive  des  lignes  pa- 
rallèles à ce  plan. 

Prenons  ce  plan  pour  plan  des  xy  : nous  pouvons 
décomposer  le  système  en  deux  autres , l’un  parallèle 
à l’axe  des  z,  l’autre  situé  dans  le  plan  xy  ; le  premier 
ne  peut  produire  aucun  effet,  mais  pour  que  le  deuxiè- 
me ne  trouble  point  l’équilibre,  il  faut  que  la  résul- 
tante soit  nulle  , ou  que  l’on  ait  X = 0,  Y = 0;  il  faut 
de  plus  que  N = 0,  car  autrement,  comme  nous  l’avons 
vu,  ce  système  se  réduirait  à un  couple  situé  dans  le 
plan  xy,  et  qui  imprimerait  un  mouvement.  Les  équa- 
tions d’équilibre  sont  donc  ; 

X = 0,  Y=0,  N=0. 


Digilized  by  Goo^l 


( 59  ) 

60.  On  peut  remarquer  que  dans  les  divers  systèmes 
que  nous  venons  de  considérer,  le  nombre  des  condi- 
tions d'équilibre  est  encore  égal  à celui  des  variables 
indépendantes.  En  efiet,  dans  le  cas  d’un  point  Cse 
l’on  peut  prendre  ce  point  pour  l’un  des  trois  points 
qui  suffisent  pour  fixer  un  système  quelconque  ; alors 
il  n’y  a plus  que  six  variables  indépendantes  , mais  la 
distance  des  deux  autres  points  et  celles  de  ces  derniers 
au  point  fixe  devant  rester  invariables , les  variables 
indépend.-intes  se  réduisent  à trois  comme  les  condi- 
tions d’équilibre  ; dans  le  cas  d’un  axe  fixe , on  peut 
prendre  cet  axe  pour  axe  des  z,  et  alors  le  troisième  point 
étant  déterminé  par  deux  de  ses  coordonnées,  doit 
se  trouver  sur  un  cercle  perpendiculj^ire  à cet  axe.  Il 
n’y  a donc  «ju’une  variable  indépendante,  comme  il  n’y 
a qu’une  équation  d’équilibre.  Si  en  outre  le  système 
peut  prendre  un  mouvement  de  translation , il  y a deux 
variables  indépendantes  et  deux  équations  d’équilibre. 
Enfin  dans  le  cas  d’un  plar  fixe , les  trois  points  peuvent 
étreprisdans  ce  plan  qui  n’est  autre  chose  que  celui  des 
alors  il  y a six  variables  indépendantes  qui  se  ré- 
duisent à trois , puisque  les  distances  deccs  trois  points 
doivent  rester  invariables  et  on  a aussi  trois  équations 
d’équilibre  X = 0,  Y=0,  N = 0qui  sont  précisément 
celles  d’un  système  de  forces  situées  dans  un  même 
plan. 

51.  Nous  venons  de  voir  que.lorsque  N=0,  le  sys- 
tème est  en  équilibre  autour  de  l’axe  des  z , on  verrait 
de  même  que  pour  L = 0,  il  est  équilibre  autour  de 
l’axe  des  x,  et  pour  M =0  autour  de  l’axe  des  y ; d’où 
l’on  conclut  que  ces  trois  équations  ayant  lieu  en  même 
temps , le  système  ne  peut  prendre  qu’un  mouvement 
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autour  de  l’origiDC  : ce  n’cst  pas  une  démonstration  ri- 
goureuse, mais  une  analogie  utile  à remarquer,  et  qui 
montre  que  pour  qu’un  système  reste  en  équilibre  au- 
tour d’un  point  fixe,  il  suffit  qu’il  reste  en  équilibre 
autour  de  trois  axes  rectangulaires  menés  par  ce  point 
et  regardés  successivement  comme  des  axes  fixes. 

52.  Les  différents  cas  d’équilibre  d’un  corps  assu- 
jetti à certaines  conditions  renferment  les  machines 
simples,  telles  que  le  levier,  la  poulie,  le  treuil,  le 
plan  incliné  et  l’application  de  la  théorie  à cds  machines 
n’offre  aucune  difficulté  ; nous  nous  contenterons  de 
rapporter  ici  ce  qui  concerne  le  levier. 

Nous  avons  vu  que  lorsque  le  système  renferme  un 
point  fixe,  les  conditions  d’équilibre  sont  : 

L=0,  M=0,  N=0, 

ou  bien 

Ppcos.  a+P'p'cOS.  a'+5'  = 0 
Ppcos.  f +Py  cos.  p'+S-  = 0 
Ppcos . 7*f  Pp'cos.  y'+cS' = 0. 

Si  le  système  se  réduit  à deux  forces , ces  équations  de- 
viennent : 

Ppcos. — P'p'cos.a',  Ppcos.p= — P^'cos.p', 
Ppcos . 7 = — P'p'cos.  7', 

d’où  l’on  déduit 

Pp=Fp’et  cos.*= — cos.»' 

COS.^= cos.  P',  cos. 7 = — cos. 7': 

ainsi,  dans  ce  cas,  les  moments  des  deux  forces  sont 
égaux , comptés  sur  la  même  droite  et  en  sens  contraire, 
ce  qui  montre  que  les  forces  sont  dans  un  même  plan , 
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qu’elles  agissent  en  sens  contraire,  et  qu’elles  ont  des 
moments  égaux  : donc , pour  l’équilibre  d’un  levier  sol- 
licité par  deux  forces , il  faut  ^ue  ces  forces  soient  dans 
un  même  plan,  quelles  tendent  à faire  tourner  le  le- 
vier en  sens  contraire , et  quelles  soient  entre  elles  in- 
versement comme  les  perpendiculaires  abaissées  du 
point  d’appui  sur  leur  direc  .on. 

On  peut  parvenir  directement  à ce  résultat,  car  le 
moment  principal  étant  nul,  les  moments  des  deux 
forces  doivent  être  égaux  et  de  signe  contraire,  ou  bien 
les  deux  forces  doivent  être  dans  le  même  plan  , agir  en 
sens  contraire,  et  de  plus  l égalité  des  moments  em- 
porte la  condition  que  les  forces  soient  entre  elles  in- 
versement comme  les  perpendiculaires  abaissées  du 
point  d’appui  sur  leurs  directions. 

Si  le  levier  est  droit  et  les  forces  parallèles , l’inspec- 
tion seule  de  la  figure  montre  que  les  forées  sont  en 
raison  inverse  du  bras  de  levier.  Le  calcul  confirme  ce 
résultat.  En  effet,  le  point  d’appui  étant  à l’origine , 
les  équations  d’équilibre  sont , en  appelant  xjz,  x'fz' 
les  coordonnées  des  points  d’applications 

P(^cos.'/ — s cos.pj+P'fy'cos.y' — z'  cos.f')=0 
P(2cos.a — xcos.7)+P'(z’  cos.a' — x'cos.y')=0 
P{xcos.f — ycos.o)+P'(x'cos.p' — ■^''cos.a)=0 

d’où  l’on  tire 

Px-fPV  _ P^+Vy  Pz+Fz' 

cos.a  cos.â  cos.’/ 

et  ces  dernières  équations  sont  satisfaites  en  posant 
Px=-P'x',  Pj^=—Vy,  Pz=— P'z' 
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il’où 

^ x' V^x‘4-y+s'* 

1*'“ 

égalités  qui  montrent  que  les  points  xjz,  x'y'z  sont 
sur  une  ligne  droite  passant  par  l’origine  , et  que  les 
forces  P,  P'  sont  en  raison  inverse  des  bras  de  leviers. 


CHAPITRE  III. 

RÉDUCTION  , COMPOSITION  ET  EQUILIBRE  o’UN  STSTÈME 
DE  FORCES  PARALLÈLES. 

53.  Considérons  un  système  de  forces  parallèles 
appliquées  à des  points  liés  entre  eux  d’une  manière 
invariable,  et  conservons  toujours  les  mêmes  notations  : 
puisque  les  forces  sont  toutes  parallèles , on  aura  , sui- 
vant qu’elles  agiront  dans  le  même  sens  ou  en  sen^ 
contraire , 

cos.a'=  + cos.à,  cos.S'=  + COS-^.  cos.y'= j^cos.y  , 
de  même 

cos.a"=_+ cos.a,  cos.|3"=  + cos.p,  cos.y"=  _f  cos.y,  etc. 

et  les  valeurs  de  X,  Y,  Z deviennent 

X=(P±P’iP"...)cos.,,  Y=(P±P'±P"..  )cos.^, 
Z=(P~bP'+P'...)cos.y  : 

il  faut  observer  de  prendre  dans  ces  trois  équations  le 
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même  signe  pour  chaque  force  : par  la  même  raison  les 
valeurs  de  L,  M,  N sont  dans  ce  cas 

L = (Pr±P>±P"y'-)cos.7— (P=±Fz'±PV'...)cos.p 
M=  (Pz  ± Fz'±P"s". . Ocos.a— (Pj:  ± Fj:'+ P"x"..  ,)cos.  7 
N= (Px±Fx'±F'x".  ..)cos.p-(P^±Py±  Fy'..  Ocos.a 

en  donnant  encore  dans  chaque’équntion  le  même  si 
gne  à chaque  force.  Or,  si  l’on  multiplie  ces  troi«  der- 
nières équations , la  ^première  par  cos  sr,  la  deuxième 
par  cos.  P et  la  troisème  par  cos/  /,  il  vient,  en  ajoutant 

Lcos.B+Mco«.p+Ncos.7=0 

et  en  vertu  des  valeurs  précédentes  de  X,  Y,  Z , cette 
égalité  équivaut  à la  suivante 

LX+MY+]NZ  = 0! 

donc , d’apres  ce  que  nous  avons  vu , un  système  de 
force  parallèles  est  toujours  réductible  à une  force 
uniijue  ou  à un  couple  selon  qu’on  a 

X‘+Y’+Z*>0  ou  X*+Y*+Z*=0 

54.  En  élevant  au  carré  les  valeurs  de  X,  Y,  Z et 
ajoutant,  ou  obtient 

X*+Y*+Z’=R*=(P±F±F'...)* 

ou 

+ R=P+F+F'... 

Il  y a une  somme  de  forces  positives  et  une  somme  de 
forces  négatives  ; mais  rien  ne  nous  empêche  de  pren- 
dre pour  le  sens  positif  celui  de  la  plus  grande  somme, 
et  de  supposer  que  P appartient  à cette  dernière,  alors 
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on  a simplement 

R=/>'+y'...: 

ainsi  la  force  principale  est  égale  à la  somme  des forces 
proposées  : de  plus  on  a : 

X=Rcos.a,  Y=Rcos.i,  Z=Rcos.c, 

en  vertu  de  ces  équations  et  de  l’expression  de  R , les 
valeurs  primitives  de  X,  Y,  Z donnent 

icos.ai^cos.a,  jfcos.i=cos.p,  d-cos.c=cos.y. 

ce  qui  montre  que  la  force  principale  est  parallèle  aux 
forces  proposées  et  agit  dans  le  sens  de  la  plus  grande 
somme  : donc  aussi  la  force  unique  ou  la  résultante  est 
parallèle  aux  forces  données  et  égale  à leur  somme 
algébrique. 

Si  la  somme  des  forces  qiîi  agissent  dans  un  sens  est 
égale  à celle  des  forces  qui  agissent  dans  un  sens  oppo- 
sé, la  résultante  R est  nulle,  et  le  système  se  réduit  è 
un  couple  dont  le  plan  est  parallèle  aux  forces  donuéi-s, 
ou  dont  le  moment  linéaire  est  perpendiculaire  à la  di- 
rection de  ces  forces  : pour  le  démontrer,  il  suffit  de 
faire  voir  que  le  moment  linéaire  principal  qui  lui  est 
égal  est  perpendiculaire  aux  directions  des  forces.  Or, 
nous  avons  trouvé  ci-dessus  l’équation 

Lcos.  o+Mcos.  p+Ncos.  V = 0 ; 

nous  avons  de  plus 

Kcos./=L,  Kcos.m=M,  Kcos.n=N, 

ainsi  on  peut  remplacer  L,  M,  N par  les  quantités  pro- 
portionnelles 

cos. a,  cos.  p,  cos.  y 


Digitized  by  Google 


et  on  obtient 


( fis  ) 


cos.  ICOS./+COS.  Scos.  wi+cos.ycos.  n = 0, 
ce  qu’il  fallait  établir. 

Voyons  maintenant  quels  sont  les  points  d’applica- 
tion de  la  force  unique  ou  de  la  résultante  lorsqu’elle 
existe. 

Désiirnons  par  ?,  n,  5 les  coordonnées  des  points  cher- 
chés , nous  axons  vu  que  pour  que  deux  systèmes  soient 
équivalents,  il  faut  que  la  force  principale  et  le  moment  ' 
principid  soient  les  mêmes  : ainsi , dans  le  cas  qui  nous 
occupe,  le  moment  linéaire  de  la  force  unique  doit  être 
égal  au  moment  linéaire  principal , ou  bien  avoir  les 
. mêmes  projections  sur  les  axes  : cette  condition  est  expri- 
mée par  les  trois  équations 

R (»  cos.  7 — t cos . S)  = L,  R (Çcos  .a — I cos  .7)  = M , 

R(Çcos.p 71COS.a)=N  : 

or,  ces  trois  équations  se  réduisent  à deux  , car  en  les 
multipli.'mt  respectivement  par  cos.  3,  cos.  p,  cos.  7,  on 
tombe  sur  l’identité  0 = 0 : donc  le  lien  des  points 
cherchés  est  une  droite,  ce  qui  devait  être,  et  l’on 
, peut  voir  de  nouveau  que  cette  droite  est  parallèle 
aux  forces  données,  car  si  par  l’origine  on  mène  une 
force  parallèle  à la  droite  donnée  parles  équations  pré- 

, . ? » ï 

cedentes , ses  équations  seront = = : 

* cos.  a cas.  P COS. 7 

ainsi  cette  force  est  parallèle  à celles  du  système. 

55.  Si  dans  les  équations  précédentes  on  remplace 
L,  M,  N par  leur  première  valcur«n  fonction  des  forces, 

5 
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on  aura 

R(»iCOS.7 — !;co4.p)  = (Py  + Py...)co*.7 — {Pz  + P'z'...)cos.,S 
R(;cos.a — 5cos.7)  = (Pz  + PV...)cos  a — (Pjc  + P'j/...)cos.7 
R (Çcos . P — >;cos . a)  = (Pari  P'j/ . . . )cos  f — (P^i  P^-  • ■ )cos  ■ * 

Ces  trois  équations  sont  satisfaites  en  posant: 

(3)R«  = P^±Py±...  (2)  R?  = Pz±Fz'±... 

(l)R;  = Pa:  + Fa'±... 

ces  équations  déterminent  le  point  d'application  Ç,  n,  ç 
delà  résultante  ; on  voit  que  les  valeurs  de  ces  coor- 
données sont  indépendantes  de  a,  p,  y,  c’est-à-dire  delà 
direction  des  forces,  donc  le  point  ainsi  déterminé 
appartient  à la  résultante  , quelle  que  soit  la  direction 
des  forces  , et  alors  même  que  toutes  les  forces  varient 
proportionnellement  ; ce  point  se  nomme  centre  des 
forces  parallèles. 

Les  coordonnées  du  centre  des  forces  parallèles  sont 

P _ l^±Fx'±...  _ P^±F/...  PzJlP'i'... 

' P±F...  ’ P±F...  ’^~~P  + F..' — 

or  il  est  évident  que  '■  est  une  moyenne 

entre  les  abscisses  x,  x',  xT,  S',  d’où  il  est  aisé  de  con- 
clure que  lorsque  toutes  les  forces  agissent  dans  le  même 
sens , le  centre  des  forces  est  entre  les  deux  points  d’ap- 
plication les  plus  éloignés;  c’est  pour  cela  que  le  centre 
des  forces  parallèles  a reçu  pendant  longtemps  la  fausse 
dénomination  de  centre  des  moyennes  distances. 

56.  On  appelle  moment  d’une  force,  par  rapporta 
un  plan , le  produit  de  cette  force  par  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  son  point  d’application  sur  le  plan. 
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donc  Ie5  équations  (1)  (2)  (3)  sont  faciles  ù traduire,  et 
elles  exprimeut  que  le  moment  de  la  résultante , par 
rapport  U chacun  des  plans  coordonnés,  et  par  suite 
par  rapport  à un  plan  quelconque,  est  égal  à la  somme 
des  moments  des  composantes  par  rapport  au  même 
plan . 

D’après  cela  , les  coordonnées  du  centre  s’obtiennent 
en  divisant  les  sommes  des  moments  des  composantes, 
par  rapport  .à  chaque  plan  des  coordonnées  par  la 
somme  des  forces. 

51.  Si  tous  les  points  d'application  sont  dans  un 
même  plan.,  le  centre  des  forces  s’y  trouvera  aussi  t 
en  eilet,  si  on  projette  les  points  d’application  sur  im 
axe  perpendiculaire  à ce  plan , toutes  les  projections 
. se  réuniront  en  une  seule  qui  sera  aussi  celle  du  cen- 
tre des  forces , puisque  ce  dernier  se  trouve  entre  les 
points  d’application  , du  moins  , lorsque  les  forces  agis- 
sent dans  un  même  sens,  mais  cela  est  vrai  lorsque  les 
forces  agissent  en  sens  divers  ; prenons  {xmr  plan  des 
xy  le  plan  des  forces,  alors  tous  les  c des  points  d’ap- 
plications seront  nuis  , et  par  suite!;  le  sera  aussi;  ou 
bien  encore  soit 

Ax+Bj^+Cz=D 

le  plan  donné  ; si  on  multiplie  les  éqmitions  (1),(2),(3), 
par  A, B etC,  l’on  obtient  en  .ajoutant 

R(.A;+B.+Ci:)=D(P±P'±L)=DR , 
ou 

A?+B'i+Ci;=D, 

' ce  qui  montre  que  le  contre  des  forces  se  trouve  dans  le 
plan  donné. 
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58-  Si  tous  les  points  d'application  sont  sur  une 
même  droite  , le  centre  des  forces  est  sur  cette  droite  ^ 
car  il  doit  se  trouver  dans  tous  les  plans  passant  par 
cette  droite. 

Considérons  le  c;is  de  deux  forces  agissant  aux 
extrémités  d'une  droite,  alors  on  a 

Rî=Px±Pj:',  Rn=P.r+P'y.  Rî=Pz±P'*', 

si  elles  agissent  dans  le  même  sens , 

R=P+F, 

et  par  suite 

(P+P')ï=Px+P'j-',  (P+P>=P,r+P>'',  (P+F)!;=P^+F/, 

d’où 

P'  _ x-ç  _y—n  _ Ï— i;  _ g)'+fr— n)*4-[s— ^)* 

¥~l—x'~r,-y'  ç-ï'  y (ç_ 

ce  qui  prouve  que  le  point  d’application  de  la  résul- 
tante , se  trouve  sur  la  droite  d’application,  entre 
cÆsdeux  points  d’application,  et  divise  cette  droite  en 
parties  inversement  proportionnelles  aux  forces.  Si 
les  forces  agissaient  en  sens  contraire  , on  aurait 

F \—X  r.—y  z-z 

P ~ ~’>—y'~  ?— *'  V (?— x’)*+(n-r')*+(<;— ï')’  ’ 

ainsi  dans  ce  cas , le  point  d application  de  la  résul- 
tante se  trouverait  en  dehors  des  deux  points  d appli- 
cation du  côté  de  la  plus  grande  force. 

Du  reste  , nous  allons  voir  que  la  géométrie  con- 
duit directement  a ce  résultat  et  aux  précédents. 
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59.  Soient  P et  Q les  deux  comfKisantes  agissant  Fig.  il- 
aux  points  a et  & de  la  droite  inllexible  ab,  suivant 
des  directions  parallèles  et  dans  le  même  sens. 

Concevons  deux  forces  égales  chacune  à la  force  Q, 
et  apjdiquées  aux  prolongements  des  droites  ab  et  b'b: 
alors  on  a un  système  de  quatre  forces;  mais  les 
deux  forces  égales  qui  agisscut  en  sens  contraire  aux 
extrémités  de  ligne  bb'  se  détruisent,  il  ne  reste  que 
les  deux  forces  P et  Q dirigées  suivant  aa  et  ab  : si 
l’on  divise  ab  en  deux  parties  ao  et  cb  proportion- 
nelles aux  forces  Q et  P,  et  si  on  prend  ao=cb,  la  dia- 
gonale ae  sera  la  résultante  des  deux  forces  concou- 
rantes P et  Q , ou  dis  quatre  forces  ; tirons  la  ligne  ces 
prenant  ep=et=ac,  et  prolongeons  ae  d’uuc  longueur 
égale  em  : on  voit  que  la  diagonale  eg  est  la  résul- 
tante des  deux  forces  Q agissant  suivant  ab  et  b'b, 
d’un  autre  coté  em  est  la  résultante  en  grandeur  et 
en  direction  des  quatre  forces,  donc,  si  on  achève  le 
parallélogranie  cgrnn , en  sera  en  grandeur  et  en 
direction  la  résultante  des  deux  forces  p;irallèles  P,Q, 
or, 

en=gm=pm+gp=ac+ao—  cü+ac , 

et,  de  plus  en  est  le  prolongeant  de  co  : d’où  il  ré- 
sulte que  la  résultante  de  deux  forces  parallèles  agis- 
sant dans  le  même  sens  , leur  est  parallèle,  est  égale 
à leur  somme,  et  divise  la  droite  d'application  en 
parties  inversement  proportionnelles  aux  forces. 

L’inspection  de  la  figure  suffit  ]>our  démontrer  que,  pig.  14. 
dans  le  cas  où  les  deux  composantes  agissent  en  sens 
contraire , la  résultante  leur  est  parallèle , est  égale 
à leur  différciice  et  agit  en  dehors  de  la  droite  d’ap- 
plication, ducotéet  dans  le  sens  de  la  plus  grande  des 
deux  composantes. 
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D;iprès  ce  qui  précède,  on  voit  que  I;i  conqiosilion 
d’un  nombre  quelconque  de  forces  p;ir;.llèles  , n’ofire 
aucune  difficulté , et  qu’il  suffit  de  composer  deux 
de  ces  forces  en  une  seule,  puis  celle-ci  et  une  troi- 
sième encore  en  une  seule,  et  ainsi  de  suite  : on 
obtiendra  ainsi  la  résultante  en  grandeur  et  en  direc- 
tion , à moins  que  le  système  ne  se  réduise  à un  cou- 
ple : cette  résultante  sera  évidemment  parallèle  aux 
composantes  et  égale  la  somme  de  telles  qui  agissent 
dans  un  sens,  moins  la  somme  de  celles  qui  agissent  en 
sens  contraire. 

On  voit  aussi  (|ue  le  point  d’application  delà  résul- 
tante est  indépendant  de  l’inclinaison  des  forces  , et 
quainsi,  sion  fait  varier  cette  inclinaison,  les  résul- 
tantes successives  viennent  toutes  .se  couper  en  un 
point  qui  est  le  centre  des  forces  parallèles. 

Nous  verrons  par  la  suite  combien  cc  point  est 
important  à considérer  dans  l’équilibre  des  corps  pe- 
sants , mais  nous  pouvons  déj.à  remarquer  que  si , 
dans  un  corps  donné,  le  centre  des  forces  parallèles 
est  fixe  , le  corps  restera  en  équilibre  dans  toutes  ses 
positions  autour  de  ce  point,  pourvu  que  les  forces  qui 
le  sollicitent,  restent  parallèles  et  apjdiquées  aux  mômes 
points. 

60.  Nous  avons  vu  que  pour  un  système  invariable 
entièrement  libre,  les  conditions  d’équilibre  sont: 

X=0,  Y=0,  Z=0,  L=0,  M=0,  N=0, 

lorsque  toutes  les§forces  du  système  sont  parallèles, 
leurs  angles  avec  chacun  des  axes  sont  égaux  ou  sup- 
plément ou  bien  simplement  égaux,  en  avant  soin 
de  donner  à chaque  force  le  signe  qui  lui  convient  , 
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ainsi  les  trois  premières  équations  se  réduisent  à une 
seule 

P+P  +P"+^=0 , 

et  les  trois  autres  deviennent  : i 

(Px+PV)  cos  .p=(P_y+ py*  ) cos.  I , 

(Pz+PV)  cos.a=(Px+P'x')cos.7, 

(P^+  Vy)  cos.7=(Pz  +P  z'  ) cos.^ . 

ces  trois  dernières  se  réduisent  h deux  , car,  si  on  les 
ajoute  après  les  avoir  multipliées  par  cos,  »,cos.j5,cos.^, 
on  tombe  sur  une  identité:  par  conséquent,  si  on 
prend  le  plan  des  x,y  perpendiculaire  à la  direction 
des  forces,  les  deux  autres  équations  d’équilibre  se- 
ront ; 

Px+P'.z^4-a=0 , P,j'+Py+ï=0 , 

Donc,  pour  l’équilibre  d’un  système  de  forces  pa- 
rallèles appliquées  à un  corps  solide  entièrement  libre, 
il  faut  : 

1“  Que  la  somme  de  ces  forces  soit  égale  à zéro. 

2"  Que  la  somme  de  leurs  moments  , par  rapport 
à deux  plans  parallèles  à leur  direction  soit  aussi 
nulle. 

La  réciproque  est  évidente  : 

On  peut  parvenir  directement  aux  conditions  pré- 
cédentes , cela  n’ofire  aucune  difficulté. 

61.  S’il  y a un  point  fixe  dans  le  système , il  suffira 
pour  l’équilibre  des  forces  parallèles  que  la  somme  de 
leurs  moments  soit  nulle,  par  rapport  à deux  plans 
parallèles  à leur  direction  , et  passant  par  le  point 
fixe,  car  alors,  la  résultante  devant  se  trouver  dans 
ces  deux  plans  ; sera  dirigée  suivant  leur  intersectittn- 
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et  détruite  par  la  résistance  du  point  fixe;  si  ce  point 
était  le  centre  des  forces  parallèles  , il  y aurait  con- 
stamment équilibre. 

62.  Si  le  système  est  retenu  par  un  axe  fixe,  au- 
tour duquel  il  a seulement  la  liberté  de  prendre  un 
mouvement  de  rotation  , il  suffit,  pour  l’équilibre  des 
forces , que  la  somme  de  leurs  moments  soit  nulle  par 
rapport  à un  plan  mené  par  ces  axes  parallèlement  à 
leur  direction,  car  la  résultante  se  trouvant  dans  ce 
plan  , sera  détruite  par  la  résistance  de  l’axe  qu’elle 
rencontrera. 

Si  l’axe  est  parallèle  aux  forces , la  condition  uni- 
que d’équilibre  s’évanouit  p;ir  l’indétermination  du 
plan  de  construction  ; et  en  effet,  dans  ce  cas,  les  for- 
ces ne  sauraient  imprimer  au  système  un  mouvement 
de  rotation  autour  de  cef*axe. 


CHAPITRE  IV. 

DÉTERUinATIOlf  DES  CENTRES  DE  GRAVITÉ. 


S I"- 


Considérations  générales  sur  les  corps  pesants  et  les 
centres  de  gravité. 


63.  Dans  les  applications  de  la  mécanique  aux 
travaux  des  arts , la  gravité  ou  force  qui  attire  tous 
les  corps  vers  le  centre  de  la  terre,  est  regardée  comme 
agissant  suivant  des  directions  parallèles  à la  verticale. 
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c’est-à-dire,  à la  direction  du  fil  à plomb,  ou  de  la 
perpendiculaire  à la  surface  des  eaux  • de  plus , cette 
force  est  supposée  constante , c’est-à-dire  , exerçant 
toujours  sur  chaque  partie  du  corps  une  action  dont 
l’intensité  esttoujours  la  même  : en  edet,  les  dimensions 
des  corps  qui  sont  l’objet  de  nos  calculs,  ou  les  espa- 
ces qu’ils  parcourent  dans  leurs  mouvements  , sont  en 
général  trop  petits  pour  qu’il  soit  nécessaire  d’avoir 
égard  au  changement  de  direction  de  la  gravité,  ou 
aux  variations  que  subit  (comme  on  le  verra  dans  la 
suite),  l’intensité  de  cette  force  : ainsi  les  notions 
présentées  sur  la  composition  des  forces  parallèles, 
s’appliquent  aux  actions  exercées  parla  gravité,  sur 
divers  corps  ou  sur  les  parties  d’un  même  corps. 

6i.  En  représentant  par  M et  V la  masse  elle  vo- 
lume d’un  corps,  si  le  corps  est  homogène  , :^  = D = 

constantes,  c’est-à-dire  que  la  densité  est  la  même 
pour  tous  les  points  du  corps  , car  la  ma.sse  varie  pro- 
portionnellement au  volume  ; si  le  corps  n’est  pas 
homogène,  deux  volumes  égaux  peuvent  ne  pas  renfer- 
mer deux  masses  égales,  cependant  pour  ce  corps  hé- 
térogène ^ = D sera  la  densité  moyenne  sous  le  volume 
n \ 

V.  Considérons  un  point  d’une  masse  solide  et  imagi- 
nons un  très-petit  volume  e qui  contient  ce  point  : 
ce  petit  volume  renferme  une  petite  masse  m,  et  d’a- 
près ce  que  nous  venons  de  dire , — = d est  la  densité 


moyenne  de  la  masse  solide  m.  Concevons  que  u dé- 
croisse, m décroît  aussi,  e et  m s’approchent  simulta- 
nément et  indéfiniment  de  o,  à la  limite  on  a ^ , et  la  li- 
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mile  fixe  vers  laquelle convcrj^e  ce  rapport , se  nomme 
la  dcnsilc  rlu  corps  au  point  considéré  : ainsi  la  densité 
d’un  corps  en  un  point  donné  d’un  solide,  est  la  li- 
mite vers  laquelle  converge  le  rapport  d’un  volume 
qui  contient  ce  point  à la  masse  qu’il  renferme , en 
supposant  que  cette  masse  et  ce  volume  élémentaire 
s’approchent  indéfiniment  de  o , et  se  réduisent  à un 
point.  Ainsi , en  général  on  a pour  la  densité 


et  généralement 

Un  raisonnement  analogue  s’apjdique  aux  surfaces 
et  aux  lignes. 

C5.  Considérons  un  système  formé  de  ]>lusieur$ 
points  matériels  , pesants,  assujettis  entre  eux  d’une 
manière  invariable.  Les  poids  respectifs  de  ces  points 
matériels  sont  autant  de  forces  verticales,  et  par  con- 
séquent, parallèles  entre  elles  , par  lesquelles  ils  sont 
sollicités.  Si  nous  désignons  par  P l’un  quelconque 
de  ces  poids,  et  par  x,y,z  les  distances  du  point  ma- 
tériel à trois  plans  rectangulaires,  les  distances  F,n,’;du 
centre  des  forces  parallèles  aux  mêmes  plans  seront 
exprimées  par  les  l'ormules  ^ 


- /-Pd- 

- /.P  ■ ^ /.P  ’ 


/• 


quand  il  s’agit  de  poids,  le  centre  des  forces  parallè- 
les ]>rend  le  nom  de  centre  de  gravité  ; aussi , les 
expressions  précédentes  représentent  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité  de  plusieurs  points  malérielspe- 
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saiils  , en  fonction  des  coordonnées  <ie  ces  points  ma- 
tériels, et  de  leurs  poids  respectifs. 

66.  La  position  du  centre  de  gravité  relativement 
aux  parties  du  système  demeure  la  même,  quelle  que 
soit  la  situation  du  système  dans  l’espace;  ce  système 
serait  en  équilibre  si  le  centre  de  gravité  devenait 
fixe  ; les  poids  de  tous  les  points  matériels  sont  donc 
soutenus  lorsque  l’on  soutient  le  centre  de  gravité, 
comme  si  toutes  les  parties  du  système  étaient  con- 
centrées dans  ce  point. 

67.  Si  au  lieu  de  considérer  un  système  de  points 
matériels  pesants,  on  considère  un  système  formé  de 
plusieurs  corps  solides  qui  ont  de  l’étendue,  on  pourra 
lui  appliquer  les  formules  précédentes,  les  coordonnées 
x.j,z  appartiendront  resjæctivement  aux  centres  de 
gravité  de  chacun  de  ces  corps,  et  Ç,);,!;  seront  les  coor- 
données de  leur  centre  de  gravité  commun. 

68.  Les  mêmes  principes  s’appliquent  à la  recherche 

du  centre  de  gravité  commun  des  parties  d’un  même 
corps.  En  général , un  corps  n’est  pas  homogène  , en 
sorte  que  scs  parties  n’ont  pas  toutes  la  même  densité. 
Supposons  les  parties  de  divers  points  du  corps  rappor- 
tées .à  trois  plans  rectangulaires,  au  moyen  des  coor- 
données x^,z  ; nous  désignerons  par  p le  poids  que 
les  parties  du  corps  présenteront  sous  l’unité  du  vo- 
lume dans  ce  point,  dont  Icscoordonnéessont  ou 

la  densité  en  ce  point , et  par  P le  poids  total  du  corps, 
lepoids  de  l’élément  du  yçXnmc  dx.dy.dz,  qui  estplacé 
dans  ce  point,  sera  donc  exprimé  ^dx.dy.dz.  Ainsi 
en  nommant  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  , 
nous  aurons,  conformément  aux  princi pes  exposés  dans 
les  cours  d’analyses  infinitisimales 
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J dj:  JC  J dy  f dz.p 
’■=  jr  -* 

_f  dxf dyÇdz.^z 


La  quantité  u doit  être  e>|>rimée  en  fonction  des 
coordonnées  x.jr.z  : on  subslituera  sa  valeur  dans  les 
formules  précédentes.  La  figure  de  la  surface  qui  ter- 
mine le  corps , doit  également  être  donnée  par  une 
équation  entre  x,y,z  ; les  limites  des  intégrales  com- 
mencent et  finissent  aux  valeurs  de  chaque  coordon- 
née (jui  appartiennent  aux  limites  du  corps.  Ainsi  : 
1°  l’on  prendra  la  première  intégrale  par  rapport  à r, 
entre  les  valeurs  de  z,  données  en  xcl  y par  l’équa- 
tion de  la  surface,  qui  appartiennent  aux  deux  na|)pes 
opposées  entre  lesquelles  le  corps  est  conqiris  ; 2°  la 
deuxième  intégrale  , par  rapport  à y,  sera  prise  entre 
la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de  r que  don- 
nera l’équation  de  la  surface  , quand  on  v feru  varier 
Z seule , valeurs  <jui  feront  exprimées  eu  x : la  troi- 
sième intégrale  , par  rapport  à .r  , sera  prise  entre  la 
plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de  jr  qui  satisfas- 
.sent  à l’équation  de  la  surface. 

Lorsque  les  corps  ne  sont  point  enveloppés  par  une 
surface  dont  la  nature  puisse  être  définie  par  une 
seule  équation,  on  décom|>o.‘:e  alors  les  intégrales  dé- 
finies en  plusieurs  parties  dont  ou  calcule  séparément 
les  valeurs,  en  se  conformant  à ce  qui  vient  d'être  in- 

69.  Si  la  densité  est  uniforme,  o devient  un  facteur 
constant  qui  disparait  dans  les  expressions  de  p,r,,'C  ; 
ces  expressions  se  réduisent  alors  à 
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^ fdx.xfdyfdz  f dxf  dy.yf  dz  ^ f djcf  dyfdi.z 

?_ , , Ç_  - , 

A désignant  le  volume  du  corps. 

70.  On  est  «quelquefois  dans  le  cas  de  considérer 
un  corps,  dont  une  dimension  est  constante  et  inflni- 
ment  petite  : c’est  ce  qu’on  appelle  chercher  le  centre 
de  gravité  d’une  surface.  Supposons  cette  surface  don- 
née par  une  équation  , entre  l’ordonnée  z et  les  ab- 
scisses .r.y.  Soit  0 la  valeur  du  poids  de  la  surface  dans 
le  point  dont  les  abscisses  sont  -t.y,  pour  une  étendue 
égale  à l’unité  de  surface.  Le  poids  de  l’élément  de 
l’aire  de  la  surface  au  meme  point , sera  exprimé  j>ar 

. (^.)V  (|.) ’+*• 

ainsi,  nommant  comme  ci-ilessus  P le  poids  total  du 
corps  et  les  coordonnées  du  centre  de  gravité, 

nous  aurons  : 


V=f dxf dyr,\'  ( 

f dx.xf  dyùy/^{^ 
l 

fdxfdy.ùyy/ 

P 

f-V+ 

\dxJ 

(D- 

P 

fd^fdyW (^)V 

y — — - *•  

P 


On  doit,  avant  les  intégrations,  substituer  dans  les 


V 
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formules  pour  r,  ^,^leur  valeur  en  x,j  donnée 

par  l’éfjualion  connue  tic  la  surface.  Les  limites  des 
intégrales  sont  déterminées  par  les  valeurs  des  coor- 
données ar.r  qui  correspondent  aux  limites  de  la  sur- 
face. On  doit  substituer  également  pour  p sa  valeur  en 
fonction  de  x,y. 

71.  Si  la  densité  est  uniforme  on  a simplement 


)v  (i; 

fdxfdy.y^  | 

A 

! dz'Ÿ  /ds  \ 
Wx/  -dy] 

a 

1+1 

fdxfdy.z^/  ( 

A 

A 

a 

+i 

A désignant  l’aire  de  la  surface. 

72.  Enfin,  l'on  peut  considérer  un  corps  dont  deux 
dimensions  seraient  constantes  et  infiniment  petites, 
ce  qu’on  appelle  chercher  le  centre  de  gravité  d’une 
ligne.  Nous  supposons  en  général,  cette  ligne  donnée 
par  deux  équations,  l’une  entre  x l’autre  entre 
cetx;  et  nous  désignerons  par  p la  valeur  du  poids 
de  la  ligne  ]X)ur  une  unité  de  longueur  , qui  convient 
au  point  dont  les  coordonnées  sontx,^,z,  le  poids  de 
l’élément  de  la  ligne  placé  à ce  point  sera 

par  conséquent,  P représentant  le  iK>ids  total  de  la 
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ligne,  et  ï.ij.î  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité, nous  aurons 


<.{%)■ 

X - — - — — ^ , 

P 


P 

*+( 

y 

P 

px.fs 

1 + ' 

(£)■ 

P 


la  valeur  de  qui  doit  être  donnée  en  fonction  de  x 
et  celles  de  9***  sont  également , doi- 

vent être  substituées  dans  ces  formules , les  intégrales 
sont  prises  entre  les  valeurs  de  x,  qui  répondent  aux 
points  extrêmes  de  la  ligne  proposée. 

73.  Si  les  poids  des  parties  égales  de  cette  ligne 
sont  partout  les  mêmes,  les  expressions  de  ï,»:,;  de- 
viennent 


J’ dx.x  1+1 

^dx) 

|Vi 

m 

i 

K 

fdxjr  y/ 1 + 1 

^dx^ 

r+i 

f dz  y 
^dx) 

f dx.z  \/ 1+1 

\dx) 

iV( 

'±y 

^d.r) 

A désignant  la  longueur  de  la  ligne. 
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74.  11  convient  quclquelois  , jiour  l;i  facilité  des  cal- 
culs, (le  rapporter  les  points  du  corps  à d’autres  coor- 
données , mieux  appropriées  à leur  figure  que  ne  le 
sont  les  coordonnées  rectangulaires.  On  ne  s’arrê- 
tera pas  à détailler  les  formules  générales  que  l’on  peut 
obtenir  (le  cette  manière,  et  qui  sont  toujours  déduites 
des  mêmes  principes.  Quelquefois  aussi,  la  figure  par- 
ticulière du  corps  indique  sur-le-champ  le  mode  de 
décomposition  en  éléments  différentiels,  par  le  moyen 
duquel  une  seule  opération  sulEt  pour  déte>-miner  le 
centre  de  gravité.  On  reconnaît  immédiatemei.  (|ue  si 
un  corps  homogène  peut  être  partagé  en  partie  sv- 
métriques  par  un  plan,  ou  plus  généralement,  si  >m 
corps  quelcon({ue  peut  être  partagé  par  un  plan  ver- 
tical eu  deux  parties  dont  les  poids  se  feraient  équi- 
libre autour  d’un  axe  horizontal  placé  dans  ce  plan, 
les  plans  dont  il  s’agit,  contiendront  nécessairement  le 
centre  de  gravité  du  corps;  cette  seule  considération 
suffit  ([uel([uefois  pour  faire  connaître  ce  point:  sou- 
vent elle  en  réduitia  recherche  à celle  de  deux  ou  d’une 
seule  coordonnée. 

Nous  allons,  dans  les  paragraphes  suivants,  faire 
l’application  des  principes  généraux  que  nous  venons 
de  développer. 

S II- 

( 'entre  de  graK’itè  des  lignes. 

75.  Considérons  uu  arc  quelconcjuc,  nommons  X,x„ 
les  abscisses  de  scs  extrémités  ; soit  i un  élément,  h sa 
projection  sur  l’axe  de.r  cl  d,  .son  inclinaison  sur  cet 


* f* 


( 8.  ) 

axe.  Posons  de  plus  ^ =■/  — 
dx  ‘ dx 

=z'  : nous  aurons  d’a- 

près  ce  que  nous  avons  vu 

eX 

rX 

p=  pyr^ÿ^dx  = 

1 pséc.  3 dx , 

J X. 

Jx. 

et  par  suite 

eX 

rx  .. 

P?=j'  f-r  y i+y'+z  ’Jj: , P"=J  pr  l^ltr  ’+s'Wx, 


fX  

pç=  fz  J/i+y’+2'Wx, 

ou  bien 


5=-, 


/x  -hr'*+='*‘^-ï-  J pr  ^r  ’+z^dr 


/•A  ■ 

I P y i+y’+z'djr  pyi+y'+z’'dx 

J JTa  J 

' 

I pzKl+/’H 


■+z'Vx 


'Tx  ZIZI  ■ 

I P '+Z’’'  do: 
J 


Si  P est  une  quantité  constante  , alors 

r X V i +y+:'*  dx  r'  X Kl+y’+î"  'ir  ' 

?=:LE; _ J^c  ■ 

fX  ■ I ’ 

I vi+y*+z'Vx 

J X„ 

i éLint  la  longueur  de  l’arc,  et  de  même 
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rX  ^ rX  ^ 

y)/Üÿ^^dx 

J Xo  ^ _ J Xo 

■ I » ^ ^ , 


/ ' / 

76.  Si  sec.  0 devient  aussi  une  constante,  il  vient 
rX 


?= 


i: 


xdx 


J Xo 


(X'-Xo')  ^ X+xo 

T : X — X„ — — . 


donc  le  centre  de.  gravité  dune  ligne  droite  est  à son 
milieu  : il  en  est  de  même  pour  une  portion  d’hélice. 

aS.  77.  Soit  un  arc  de  cercle  AoB  : d’après  la  disposition 

de  la  figure  , le  centre  de  gravité  de  cet  arc  sera  déter- 
miné par  sa  hauteur  au  dessus  de  l’axe  des  abscisses  ou 
par  la  valeur  de  n,  car  il  se  trouve  évidemment  sur 
l’axe  de^  qui  divise  cet  arc  en  deux  parties  égales  , 
soit 

AB=C,  AoB=/,  Do=r, 


on  a , d’après  ce  qui  précède  , 


rxti 

/ï]=  1 

J •Xa 

or 

d’où 

/ï)= 

et 

r,2xo  cr 

” J—  = — 

•*r- 


( 83  ) 

ainsi  le  centre  de  gravité  d'un  arc  de  cercle  est  sur  le 
rayon  qui  le  divise  en  deux  parties  égales , à une  dis- 
tance du  centre  quatrième  proportionnelle  à tare  , à 
la  corde  et  au  rayon. 


S III. 

Centre  de  gravité  d’une  surface  plane. 

78.  D.ms  le  c.-is  que  nous  considérons,  les  formules 
relatives  aux  surfaces  se  simpli&entet  deviennent 

P=  I I fdydx,  P{=  I I ^xdjrdx, 

P‘’=  I I fydydx, 

J 

Si  P est  constant 

/•X  cX  rX  çY 

As=  j I xdydx,  An=  I | ydydx. 

J J * J'o 

la  surface  est  située  dans  le  plan  des  x.y. 

79.  Supposons  qu’il  s’agisse  d’un  triangle  oAB;  pjg 
plaçons  le  sommet  à l’origine  des  coordonnées,  et  pre- 
nons l’axe  desjr  par.'illéle  à la  base  ; les  é(|ualions  de 
oA  et  oB , sont 

y = ax,  y==a’x 


et  en  se  rappelant  que  dans  la  formule et  dési- 
gnent les  équations  des  deux  courbes  qui  compren- 
nent la  surface,  on  aura 


rA  riix  rit 


-a)dx=-  (a- 


-à)  i 
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or,  h, {a — a';=AB=ibase  du  triangle,  donc 


h'b 


2 


«lonc , le  centre  de  gravité  d'un  triangle  est  distant 
du  sommet  des  deux  tiers  de  la  hauteur  correspon- 
dante. 


80.  Supposons  maintenant,  que  la  surface  donnée  est 
un  trapèze  oABC,  qu’on  est  maître  de  disposer  de 
manière  que  l’une  des  bases  parallèles  coïncide  avec 
l’axe  des  y:  il  est  évident  que  le  centre  de  gravité  se 
trouve  sur  la  ligne  menée  par  les  milieux  des  deux  ba- 
ses parallèles  : cela  posé , les  équations  AB  et  oC, 
étxatjr=ax+b' , y=a'x,  on  a 


n'ax+b'  rh 

xdydx  = J (jr’(a— a' j:)  + b')dx  = 


A3  , b’h' 

— — (a — a ) H 

3 ' 2 


d’où 


A3  , b'h' 


(A  -H  b')h 


h (2A(a— a')+3A') 
3 A+A' 


or,  h{a — a')z=b — //,  donc 


A / 2(A— A')  + 3A\  _ A /2A+  A'\ 

«-3V  A-f-A'  J~3\bW)' 

cette  formule  comprend  comme  cas  particulier  le  pa- 
rallélogramme et  le  triangle. 
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81.  Cherchons  le  centre  de  gravité  d'un  ^eÿment/>a-  Fig.  aS. 
raboUque  OQP  : plaçant  le  sommet  it  Korigine  et  l’é- 
quation de  la  parabole  étant on  a 


et 


A? 


/•X  i'uj:*  /’X  __4 

=J  J djc^djc=—^ 


X*Y 


de  même 


73  = 


X*Y 

4 


au  contraire  , s’il  s’agissait  de  la  parabole^'=<M: , un 
trouverait 


ï = 


et 


Y. 


83.  S’il  s’agissait  du  demi-cercle  MON,  il  suffirait  pig. 
d’obtenir  » : or,  on  a 


résultat  assez  remarquable. 
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83.  Enfin,  si  la  surface  donnée  était  une  demi-el- 
lipse, ayant  p6ur  axes  2a  et  2A,  on  aurait 


J -a  J O J -a 


= fa- 


b'a' 

3a* 


Ib'a 

3 


^'a 

_*6 

" ab  3 K 

n — 

3 


ce  qui  prouve  que  toutes  les  ellipses  qui  ont  même  pe- 
tit axe,  ont  même  centre  de  gravité,  aussi,  en  faisant 
b=r,  on  retombe  sur  la  valeur  trouvée  pour  le  cercle. 


S IV. 

Centre  de  gravité  des  surf  aces  courbes . 


84.  Les  formules  propres  à la  détermination  du  cen- 
tre de  gravité  d’une  surface  courbe  sont 

P,=j  J + + 

ou  bien  en  appelant  d l’inclinaison  variable  sur  le 
plan  x,y 
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X /-Y 


P5 

P« 


=ü 

=i:i 


px  SCC.  9 dytLc , 


y. 

X rY 


fy  sec.O  dydx, 

r, 

rX  rY 

P;  = I I pz  sec.  9 dydx. 
J 


85.  Quand  la  densité  est  constante  ces  formules  se 
réduisent  à 

rx  rY 

sec.  • xdydx , 

^oJ  Xo 

rX  rY 


A< 


A» 


“O. 


■X  rY 


-0 


sec.  ^ydydx , 
sec.  9 dydx. 


8&.  Quand  l’inclinaison  devient  constante  , on  a sim- 
plement ; 

xdydx  r 

J J x,Jy 


ydydx 


5 = 


P ^dydx 


alors  le  centre  de  gravité  de  la  projection  est  la  pro- 
jection du  centre  de  gravité  de  la  surface , et  la  hau- 
teur de  ce  centre  de  gravité , au-dessus  de  sa  base 

V 

placé  sur  le  plan  des  x,y  est  V éUint  le  volume 
compris  entre  la  surface  et  le  plan  des  xy  et  A l’aire 
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de  la  projection  : d’après  cela  le  centre  de  gravité  de 
la  surface  d’un  cône  droit  à base  circulaire , est  sur 


son  axe 


-bh 

3 ^ i 

à une  distance  de  la  base  à —j—  =-,  cest-a- 


dire , à un  tiers  de  la  hauteur,  ou  en  d’autres  termes, 
ce  centre  de  gravité  est  le  même  que  celui  du  triangle 
double  et  du  triangle  générateur.  Si  la  surface  devient 
im  triangle  , alors  V représente  le  volume  d’un  prisme 
tronqué , ayant  pour  mesure  la  projection  du  triangle 
multipliée  par  le  tiers  de  la  somme  des  hauteurs  des 
sommets  de  ce  triangle  , et  A est  la  surface  même  de 
la  projection  ; pr  conséquent,  la  distance  du  centre 
de  gravité  d’un  triangle  à un  plan  quelconque , est 
égale  au  tiers  de  la  somme  des  distances  de  ses  trois 
sommets  au  même  plan. 

87.  Si  la  surface  devient  de  révolution , alors  on  a 


’-’i: 


oNrfx , 


(N  désignant  la  normale),  et 


XfHdx , 


et  si  f>  devient  constant,  on  a simplement 


fX 

2irl  xNrfx 


et 


»i  = 0 , 


<:  = 0. 
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par  exemple,  pour  une  zône  sphérique , M=r(  rayon 

de  la  sphère  ),  et  ? — ^ = donc  le  centre  degra^ 

\'ité  dune  zône  sphérique  est  au  milieu  de  sa  hauteur. 
On  verrait  de  même  que  le  centre  de  gravité  de  la  sur- 
face d’un  cylindre , est  au  milieu  de  son  axe,  que 
celui  de  la  surface  d'un  çône  droit  est  au  tiers  de  son 
axe,  etc. 

88.  De  ce  qui  précède , on  déduit  facilement  la 
surface  d’une  zône  sphérique , car 

A = 2nrl  dx  = ünr(x — x,) , 

résultat  géométrique  connu.  Pour  la  zône  elliptique 


N =y  y 1 +/*=  Kr’+ry% 


or,  on  a 


a»  ' b 
dilférentiant , il  vient' 


d’ailleurs , 
donc 


(a'-x), 

a 


où 
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représentons  par  ± i:i  constante  1 ; qui  est  po- 

sitive ou  négative,  selon  que  et  a<b,  alors 


égalons  à c la  constante  - , et  nous  aurons 


n’est  autre  chose  que  la  surface  d’un  segment  d’ellipse 
ou  d’hyperbole  : si  on  prend  x’  avec  le  signe  moins  , 
c'est-h-dire  si  a’<  b',  ce  sera  l’aire  d’un  segment  de 

y' 

l’ellipse’^ +-^  =1  ; si  on  prend  x*  avec  le  signe  plus , 

c’est-a-dire  si  a<C.b\  alors  la  même  quiuitité  sera  un 
y X* 

segment  de  l’hyperbole^ — =1  et  multipliant  dans 

l’un  et  l’autre  cas  le  segment  par  2’'  on  aura  l’aire  de 
la  zône  elliptique. 


5 V. 


Centre  de  gravité  des  volumes. 

89,  Nous  avons  vu  que  dans  ce  cas,  on  a 
fXfYfZ 

P = 1 V 1 c.dzdj’dx 
Jx,J.r„ 
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■x,'Y  rz 


P? 

P: 


= C ( C çxdzd^djC, 
fXfY  rZ 

î = l 1 I fydzdydx, 

*'2 


T.  -’z. 

XfY  rZ 


^‘SW 

fl  constant , il 

-CO 


pzdzdjrdx. 


en  supposant  p constant , il  vient 
•Yf  Z 
P£ 


xdzdydx , 


et  comme  x est  une  constante  par  rapport  aux  deux 
premières  intégrales  , le  deuxième  membre  peut  se 
mettre  sous  la  l'orme 

•Z  ) 
dzdy\dx, 


■sm. 


or,  lu  quantité  entre  parenthèses  est  le  produit  de  * 
par  l’aire  ü d’une  section  plane  du  volume  et  perpen- 
diculaire à l’axe  des  x et  menée  à une  distance  x du 
plan  Jfy;  de  plus  p étant  constant , P devient  le  vo- 
lume A du  corps  donné , ainsi 

pî  Vxdx  C Vxdx 

h 


}X„ 

:X“ 


I \Jdx 

une  transformation  analogue  peut  s'opérer  sur  les  va- 
leurs de  n et  ç. 

Ppurun  volume  de  révolution  autour  de  l'axe  desx, 
il  suffit  de  remplacer  U par  Ttjy',  dans  la  valeur  de 
Ç et  D=o,Ç=o. 

Appliquons  ce  qui  précède  à quelques  exemples. 
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Fig.  ag.  90.  Considérons  uncôncdroit  engendré  pur  lu  droite 
oB  ou  ^=oj:  , et  uyant  pour  axe  oX  : cette  dernière 
ligne  contient  évidemment  le  centre  de  gravité,  qui 
sera  complètement  déterminé  par  la  valeur  de  5 : or, 
sioA=A,AB=A,  il  s'ensuit  que 

a'x'da: 


donc  le  centre  de  gravité  d'un  cône  droit , est  sur  son 
axe  au  quart  à partir  de  la  base  , et  aux  trois-quarts 
à partir  du  sommet. 

'■  91.  Pour  avoir  le  centre  de  gravi  té  d’un  tronc  de  cône, 
il  faudrait  intégrer  la  même  expression  entre  les  limites 
h et  h',  h — h'  éUint  la  hauteur  du  tronc;  cela  n’ofire 
pas  de  difEcultés. 

92.  Supposons  qu’il  s’agisse  de  l’ellipsoïde  ayant 
pour  équation 


et  cherchons  le  centre  de  gravité  de  sa  moitié  com- 
prise entre  l’origine  et  un  plan  diamétral  parallèle  au 
planj’z,  on  a 

V en 

A;  = i Vxdx , 

mais  ici 

U = ,r6c(l-i) 

ainsi 


na'bc 
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or 


ain.st 


-abc 


3 

valeur  très-simple  et  d’autant  plus  remarquable  qu’elle 
est  iiidépendaiite  des  deux  demi-axes  b et  c.  Doue 
le  centre  de  gravité  est  le  même  pour  un  ellipsoïde  de 
révolution  autour  de  l’axe  a , et  par  suite  pour  la 
sphère  d’un  rayon  a comme  on  peut  le  vérifier  aisé- 
ment. 

93.  Si  on  applique  la  même  formule  aux  volumes 
engendrés  par  les  deux  paraboles 

y' =.  ax,  y = ax\ 

on  trouvera  pour  la  première 


cl  pour  la  seconde 


X : 


on  peut  rapprocher  ces  deux  résultats  de  la  valeur 

3 

Ç=  - X trouvée  pour  le  cône  droit. 

9i.  prenons  pour  dernière  application,  le  volume 
engendré  par  la  demi-/ewm'caste  dont  l’équation  est 


v]/  a' — J 


alors 
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ra‘  2 ,5 

17=15"^  =i'*’ 


résultat  remarquable. 

95.  La  géométrie  donne  les  moyens  de  déterminer  la 
plupart  des  centres  de  gravité  : nous  n’en  parlerons 
point  ici , et  nous  renverrons  à notre  ouvrage  sur  celte 
matière  (1). 

S VI. 

Mêlho'le  des  tranches. 


96.  Comme  nous  l'avons  dit  dans  le  premier  para- 
graphe, quelquefois  la  figure  du  corps  indique  sur- 
le-champ  un  mode  de  décomposition  des  éléments  dif- 
férentiels, par  le  moyen  duquel  une  seule  opération 
suffit  pour  déterminer  le  centre  de  gravité.  La  mé- 
thode des  tranches  , que  nous  allons  exposer  , n’est 
autre  chose  qu’une  pareille  décomposition. 

Une  surface  plane  étant  comprise  entre  deux  courbes 
y='l  j=y<,  et  les  ordonnées  correspondantes  aux  ab- 
scisses Xct  x^,  nous  avons  trouvé  pour  son  centre  de 


gravite 


txdydx 


rc 


r« 


\ydydx 


U 


idydx 


jy„ 


' dydx 


Cela  posé  , divisons  la  surface  en  tranches  élémenlai- 


(I)  Eisai  lur  la  dèlerminalion  ilei  cenlret  tU  gravité  suivi  de 
notes,  l'édition,  considernblement  augmentée  , chez  Carilian- 
Ctcury  et  V.  Dalinunt , libraires  - éditeurs , quai  des  Augus- 
tlns  . II.  3i)  et  4 1 . 
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res  par  des  parallèles  à l’axe  des  : pour  une  de  ces  Fig/3o. 
tranches  pmnq  les  coordounées  du  centre  de  gra- 
vité s'obtiendront  en  remplaçant  dans  les  valeurs  pré- 
cédentes X,  par  X et  X par  x+^x  , alors 


^X+iX| 

■ 

k fxdydx 

jy~> 

rx+axi 

.-i-J 

-Y 

i pydydx 
}yo 

rY 

/>x+axi 

:Y 

l ' 

1 çdydx 

L ' 

i ^dydx 

or,  on  a généralement 
rX 

i /(x)dx  = (X— x,l/(x-|-  6)  (X— X.)  = a,r/'(X +flix)  = 
= ù.xf[x±it') , 

et  de  même 

1 F(x)dx  = axF(x±«") , 


d’où 


1 f{x)dx 

Jxo  f(x±t)  /(x) 


•X  F{x±«")  F(.r)  ‘ 

L F(x)dj 

JXo 


et  par  suite 


fY  fY 

1 çxdy  xl 

5 = — = — V 

{ 

v« 


±1  =x±» , 


et 


jyo 


rydy 


Jyo 


i 


?dy 


Fig.  3o. 


( 9^  ) 

ainsi , l’abscisse  du  centre  de  gravité  de  la  tranche 
est  la  même  que  celle  de  l’ordonnée  pm,  d’ailleurs,  la 
valeur  de  r,  est  la  même  que  celle  du  centre  de  gravité 
de  cette  ligne,  c’est-à-dire  de  son  milieu  : d’après  cela, 
le  centre  de  gravité  d’une  tranche  se  trouve  au  mi- 
lieu de  la  ligne  limite  de  cette  tranche  , et  par  suite 
lorsque  les  centres  de  gravité  des  différentes  droites 
qui  forment  les  tranches  sont  sur  une  droite  , cette 
dernière  contient  le  centre  de  gravité  de  la  sur- 
face , etc. 

97.  On  déduit  de  là  que  le  centre  de  gravité  dun 
triangle  se  trouve  sur  les  lignes  qui  joignent  les  som- 
mets aux  milieux  des  bases  correspondantes  , ou  bien 
sur  l'une  d elles  au  tiers  a partir  de  la  base  , que  le 
centre  de.  gravité  dune  courbe  du  deuxième  degré  est 
a son  centre  , etc. 

98.  En  appliquant  les  mêmes  raisonnements  aux  vo- 
lumes, on  trouve  pour  une  branche  de  volume  faite 
j»ar  deux  plans  perpendiculaires  à l’axe  des  x : 


Ainsi,  le  centre  de  gravité  d’une  tranche  de  volume 
projetée,  par  exemple , sur  pmnq  est  le  même  que^ 
celui  de  la  section  faite  par  le  plan  qui  a pour  trace 
pm  ou  la  section  limite  de  la  tranche  ; d’où  il  résulte 
que  lorsque  toutes  ces  sections  ont  leurs  centres  de 
gravité  sur  une  même  droite  , le  centre  de  gravité  du 
volume  s’y  trouve  aussi. 
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99.  On  conclut  de  là  que  , le.  centre  de  giwité  d’une 
pyramide  triangulaire  se  trouve  sur  chacune  des  lignes 
qui  joignent  les  sommets  aux  centres  de  gravité  des 
hases  correspondantes  , ou  sur  l’une  d' elles  au  quart  à 
partir  de  la  hase  ; que  le  centre  de  gravité  d'une  sur- 
face du  deuxième  degré  est  à son  centre  , etc. 

S VII. 

Théorème  de  Guldin. 

100.  s désignant  la  longueur  d'un  arc  de  courbe, 
et  »!  l’ordonnée  de  son  centre  de  gravité,  nous  avons 
trouvé 

rx 

5.ic  = l y .sec.O  dx , 

•'  x„ 


multipliant  les  deux  membres  par  Ir-,  il  vient 

rX  l’X 

5X2n>!  = 2’»\  y sxc.f)  dx=.^2r:\  ^dx. 
}x,  .Ir, 


Le  deuxième  membre  de  cette  égalité  est  l’expression 
d’une  surface  de  révolution  autour  de  l’axe  des  x, 
tandis  que  2ît>i  est  la  circonférence  décrite  par  le  cen- 
tre de  gravité  de  la  courbe  donnée.  Donc  une  surface 
quelconque  de  révolution  est  égale  h la  courbe  géné- 
ratrice multipliée  par  la  circonférence  que  décrit 
son  centre  de  gravité. 

D’après  cela  , connaissant  deux  de  ces  trois  choses  , 
savoir  ; la  longueur  de  la  génératrice , l’ordonnée  de 
son  centre  de  gravité  et  l’expression  de  la  surface  en- 
gendrée , on  en  déduira  facilement  la  troisième. 

101.  Supposons  que  la  courbe  génératrice  soit  l’arc  Fig.  3i 
.\B,  la  surfiice  engendrée  a pour  mesure 
irtry.  pq  = StcXC  (c  = A B)  : 
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on  n donc 


( y»  ) 


2rrX  C = X i ou  r, 


cr 

s 


ainsi  le  centre  de  grawitè  d'un  arc  de  cercle  , est  sur 
le  rayon  qui  le  divise  en  deux  parties  égales,  à une 
distance  du  centre  quatrième  proportionnelle  à l’arc, 
à sa  corde  et  au  rayon. 

Fig.  3-j.  102.  De  même  le  contour  d’une  branche  de  cy- 

64 

cloïde  étant  égal  à 8/’et  la  surface  engendrée  à — tt  r’, 
nous  avons 


64  . 

— 7tr=2iT7;X8r  ou  n 
3 


4 

3 


r 


) 


donc  le  centre  de  gravité  du  contour  d'une  branche 
de  cycloide  est  sur  la  ligne  qui  la  divise  en  deux 
parties  égales  , à une  distance  du  développement  du 

4 

cercle  générateur  égale  aux  _ du  rayon  du  cercle. 

103.  On  peut  appliquer  la  même  formule  à la  sur- 
face de  l’ellipsoïde  de  révolution,  et  en  déduire  le  cen- 
tre de  gravité  d’une  demi-ellipse. 

104.  A désignant  une  surface  plane,  et  n l’ordon- 
née de  son  centre  de  gravité , nous  avons  trouvé 

A.  = r ydyd*  = i ^ ( Y'-y:)  dx , 

multipliant  par  %r.  de  part  et  d’autre,  il  vient , 

A . 2irr,  = 1 jtY*  dx  — y Tty^.  dx  ; 

or,  le  deuxième  membre  représente  évidemment  la  dif- 
férence des  volumes  de  révolution  engendrée  par  les  sur- 
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£kc<  planes  comprises  entre  l’axe  des  x,  les  ordonnées 
extrêmes  et  les  deux  courbes  qui  terminent  la  surface 
génératrice  : Aonc  un  solide  quelconque  de  révolution 
est  égal  à la  surface  génératrice  multipliée  par  la  cir- 
conférence que  décrit  son  centre  de  gravité. 


105.  Le  triangle  oAB  tournant  autour  de  oX  , en-  Fig.  33. 
gendre  un  volume  égal  à ^ multiplié  par  la  surface 

«J 

décrite  par  Afi , ou  à 


on  a donc. 


d’où 


(0C=A,  AB  = ù), 


1) 


3 


résultat  connu  pour  le  centre  de  gravité  du  triangle. 
Si  le  triangle  générateur  était  dans  la  position  (2) , 
on  aurait  pour  la  valeur  engendrée,  le  produit  de 


- par  la  surface  décrite  par  sa  base,  qui  est  une  sur- 


face de  tronc  de  cône  et  égale  à - , multipliée  par  la 


demi-somme  des  circonférences  dont  les  rayons  sont 
jr  et  jr,,  en  sorte  que  l’on  a 


d’où 


/r+rA  _ , , 

T" 

. r+.n 


résultat  encore  connu. 


3 


( «oo  ) 

106.  De  même,  le  volume  d’un  ellipsoïde  de  révo- 
lution  étant  ^ n ab',  et  la  surface  de  la  demi-ellipse 

génératrice  étant  n , on  a 


d’où 


4 

3 


■Rob's=itaby.m , 


n = 


3 JT 


pour  le  centre  de  gravité  de  l’aire  de  la  demi-ellipse. 

107.  Le  volume  engendré  par  le  secteur  circulaire 
aob  est  égal  à la  surface  de  la  zône  multipliée  par  le 
tiers  du  rayon,  c’est-à-dire  à 


-X2.r.c 


OU 


de  plus  la  surface  du  secteur  circulaire  = arc.  ab. 
on  a donc 


2 ’ 


d’où 


2 r 

- nrc  = arc. abx  - X 2irr, , 


2 rc 

3 arc.  ab 


donc  le  centre  de  granité  d’un  secteur  circulaire  est 
sur  le  rayon  qui  le  divise  en  deux  parties  égales  à 
une  distance  du  centre  égale  aux  deux  tiers  de  celle 
du  centre  de  gravité  de  l’arc  correspondant.  On  peut 
arriver  à ce  résultat  en  considérant  le  secteur  comme 
formé  par  la  réunion  de  triangles. 
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i08.  Le  volume  engendré  par  le  cycloïde,  étant  57t*r* 
et  sa  surface  Snr’,  on  a 

= 3:rr*X 

d’où 


5 


résultat  très-remarquable  pour  le  centre  de  gravité  de 
l’aire  de  la  cycloïde. 

109.  On  trouverait  pour  le  centre  de  gravité  de 

l’aire  de  la  partie  supérieure  d’uue  demi -lemnicaste 
1 a 
” ~ 5 i? 

110.  Nous  avons  supposé  dans  la  génération,  que 
chaque  point  décrit  une  circonférence  entière  , on  en 
déduit  sans  difficulté  que  les  théorèmes  précédents 
subsistent  quel  que  soit  l’espace  parcouru  par  le  centre 
de  gravité  de  la  génératrice. 


CHAPITRE  V. 

CALCUL  DE  l’attraction  DES  CURUS  SPHÉRIQUES. 

111.  11  est  nécessaire  avant  tout  d’établir  les  rela- 
tions qui  existent  entre  les  coordonnées  polaires  et  rec- 
tangulaires. 

Soit  rie  rayon  recteur  pour  un  point  A,  de  l’espace  jj 
par  rapport  au  pôle  o pris  pour  origine  des  coordon- 
nées : si  on  nomme  p l’angle  du  rayon  recteur  avec 
l’axe  des  x , on  aura 

X = r COS./7  : 
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du  point  A , abuissMna  ÂM  perpendiculaire  h l’axe 
des  X et  AP  perpendiculaire  au  plan  des  xjt,  et  joi- 
gnons PM  ; on  a évidemment 

AM=^  = rsin./>  : 

de  plus,  si  on  désigne  par  q l’angle  des  plans  AoM  et 
YoX,cet  angle  sera  mesuré  par  AMP,  ainsi 

Ap  = z = AM  sin.y  = rs;n.psin.^ 
et  , 

^;=raiit./;.cos.  f j 

telles  sont  les  relations  que  nous  cherchions. 

112.  Pour  aborder  le  cas  le  plus  général,  nous  con- 
sidérerons le  volume  compris  entre  deux  sphères  , 
deux  cônes  concentriques,  et  deux  plans  passant  par 
Taxe  des  cônes  , et  nous  commencerons  par  chercher 
l’expression  d’un  pareil  volume. 

Fig.  36.  Prenons  l’axe  des  x pour  axe  des  cônes,  et  supposons 
d'abord  qu’il  s’agit  d’une  seule  sphère,  ayant  son  cen- 
tre à l’origne  des  coordonnées , dont  l’équation  sera 
r=R,  et  d’un  cône  unique  dont  l’équation  sera  p—P  : 
dans  ce  cas  le  volume  dont  il  s’agit , sera  une  section 
sphérique  ayant  pour  mesure  la  surface  de  la 
zône  qui  lui  sert  de  hase  multipliée  par  le  tiers  du 
rayon  : or,  la  surface  de  cette  zône  est  égale  à 

2itR  X MK 

ou  bien 

2nRxR(l  — cos.  P)  =2nR*(1  — cos.P), 

puisque 

MN  =s  R(1 — cos.  P), 

I et  psir  suite  , on  a p»)ur  le  volume  V du  secteur 

V = - 7iR’(1  — cos.  P)  : 


Co(  e 


( 'o3  ) 

do  même  le  volume  compris  entre  la  même  sphère  et  le 
cône  p=p^,  serait 

2 

- cos.po), 

et  par  suite,  le  volume  compris  entre  la  sphère  et  les 
deux  cônes  sera 
2 

7tR’(cos./», — oos.  PJ  : 

3 

par  la  même  raison , le  volume  compris  entre  les 
deux  mêmes  cônes  et  une  seconde  sphère , ayant  pour 
« équation  r=r^,  sera 

2 

- rrJ(cos.p„ — cos.  P)  : 

3 

par  conséquent , le  volume  compris  entre  les  deux 
sphères  et  les  deux  cônes , aura  pour  expression 

2 

- t:(R* — r„’)  (cos. />„ — cos. P)  : 

tl 

enfin,  si  l’on  veut  avoir  la  portion  de  ce  volume  com- 
pris entre  deux  plans  passant  par  l’axe  des  x , ayant 
pour  équation  p=q,p=<},,  il  sufiira  de  remarquer 
que  dans  un  volume  de  révolution  , une  portion  com- 
prise entre  deux  plans  faisant'uii  angle  est  au  vo- 
lume total  dans  le  rappoi  t de  a à la  circonférence  en- 
tière, ou  de  3 à 3>r,  donc  le  volume  cherclié  aura  pour 
valeur 

^ (R^  — r„^)(cos.pu — cos.  P)  (Q — 

113.  Si  r,,p  ,g,  devenaient  nuis,  auquel  cas  on 
aurait  le  volume  compris  entre  une  sphère,  un  cône. 


( 'o4  ) 

le  plan  des  a:  et  unaulre  plan  passant  ]>ar  l’axe  des  x, 

la  valeur  précédente  se  réduirait  à 

jR’  (1  — cos.P)Q 

114.  Maintenant,  il  s’agit  de  déterminer  la  masse 
du  volume  que  nous  venons  d’évaluer , ou  en  termes 
plus  généraux,  la  limite  de  la  somme  du  produit  de 
chaque  élément  multiplié  par  la  valeur  de  sa  densité. 
Nous  pouvons  considérer  les  six  quantités  R,P,Q, 
comme  étant  les  coordonnées  des  deux  som- 
mets du  volume,  et  regarder  le  sommet  R,P,Q  comme 
mobile;  nous  représenterons  scs  coordonnées  varia-  * 
bles  par  r.p,q  , et  nous  appellerons  p la  densité  en 
un  point  quelconque  du  volume,  ou  mieux,  nous  dé- 
signerons par  U une  fonction  susceptible  de  prendre 
diverses  valeurs  en  chaque  point  du  volume,  et  nous 
chercherons  la  limite  de  la  somme  du  prwluit  des  élé- 
ments parles  valeurs  de  «correspondantes  : soit-}  [p,q,r) 
cette  limite  : faisons  varier  successivement  les  trois 
coordonnées  p,q,r,  celle  somme  prendra  un  accroisse- 
ment 

i^i,àr  i‘(p,q , r), 

le  volume  lui-même  prendra  un  accroissement  que 
nous  pourrons  considérer  comme  un  élément , en 
le  multipliant  par  la  fonction  u , nous  aurons  l'accrois- 
sement de  ■!'{p,q,r),  et  par  suite  l’égalité 

d’où 

7 ,_e)  _ F(/>,  q^r) 

OU  bien 

drdpdq  drdpdq 
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or,  dans  le  cas  le  plus  simple,  c’est-à-dire  celui  où 
il  s’agit  du  volume  compris  entre  une  sphère,  un  cône 
et  deux  plans  , on  a 


- QR’(1— cos.P) 


drdpdq 


= r"  sio.  J 


et  par  suite 


‘^'Ap,  q,r) 
drdpdq 


= ur  sin.^  : 


intégrant  cette  expression  et  observant  que  le  volume 
sera  nul  pour  p„=0,  quels  que  soient  q et  r,  pour  q,—0 
quels  que  soient  p et  r,  et  pour  r„=o,  quels  que  soient 
p et  q\  on  aura  • 

eReP  fQ 

•V/j,<7,r)=l  I I ur' s'\n.  pdqdpdr. 

* jpo 


11,5.  Dans  le  cas  où  le  volume  est  compris  entre 
ùeux  sphères , deux  cônes  et  deux  plans , ce  volume 
aura  même  difTcrentielle  que  celui  que  nous  venons 
de  considérer,  car  ces  deux  volumes  ne  diffèrent  que 
par  une  quantité  constante  ; donc  on  aura  encore  pour 
le  cas  le  plus  général 

CK  CP  fQ 

■Hp,q,V)  = \ \ 1 ur'sm.  pdqdpdr. 

Jr»  J po  Jqo 


116.  Si  on  suppose  que  u soit  la  densité,  et  soit 
une  quantité  p,  consUinte  pour  un  même  élément  du 
corps,  alors  en  représentant  la  masse  par  M,  on 
aura  ; 

fR  p fQ 

M = l 1 1 '^r' h\». pdqdpdr. 

Jpo  Jqo 
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117.  Cela  posé,  nous  allons  chercLer  raUrnclion 
du  volume  que  nous  avons  délerminé , sur  un  point 
matériel  ou  réciproquement,  car  l’action  est  toujours 
égale  et  contraire  à la  répulsion. 

Nous  supposons  que  le  point  donné  P,  est  situé 
sur  l’axe  des  x,  ce  qui  n’ôte  rien  à la  généralité  de  la 
question  ; nous  admettrons  d’ailleurs,  que  l’attraction 
que  deux  masses  élémentaires  ont  l’une  sur  l’autre , 
est  proportionnelle  h leur  masse  et  inversement  pro- 
portionnelle au  carré  de  leur  distance  ; soit  A un  point 
du  volume  , u son  volume  élémentaire  et  m sa  masse  : 
cette  dernière  exercera  sur  le  point  P uneattraction  pro- 
portionnelle à la  masse  : ainsi  si  on  appelle  k l’attrac- 
tion exercée  par  le  point  P sur  l’unité  de  masse  à l’u- 
nité de  distance,  et  s la  distance  AP,  l’attraction  du 

point  P sur  l’élément  de  masse  sera : si  on  suppose 


que  deux  points  situés  symétriquement  de  chaque 
côté  de  l’axe  des  x,  dans  un  plan  passant  par  cet  axe  , 
ont  la  même  densité , toutes  ces  attractions  parallèles 
auront  une  résultante  unique  dirigée  suivant  cet  axe  : 
elle  sera  donc  égale  à la  somme  des  projections  des 
difiérentes  forces  ou  attractions  sur  cet  axe.  Or,  ces 
projections  seront  représentées  par 


l^cosAPO, 

J’ 


ou  bien 


Km  i»P  _ Km  f a — rco%.p\ 

"T"  ^ Âp  “ V ; ) ~ 


Km(<2  — rcos  p) 

7 ' 


( étant  une  quantité  très-petite  ; la  somme  de  toutes 
ces  attractions  sera  d’après  ce  qui  précède 


( «07  ) 
a-rcos.^ 

Si  nous  supposons  de  plus  , que  p soit  indépendant  de 
q,  c’est-à-dire  reste  constant  sur  une  même  circonfé- 
rence perpendiculaire  à l’axe  des  x,  alors 
q„  = 0,  Q = 2r, 

et  par  suite  ; 

Jro  Jpo  ^ 

SI  nous  admettons  maintenant  que  p est  constant  sur 
une  meme  surface  sphérique,  cette  quantité  sera  in- 
dépendante de'p,  et  nous  aurons 

f ^1/  C**  a— rcos  /r  . ^ ^ ■ 

F=2K;rl  pl  — — r‘ siii. /7a/far  : ^ 

Jr„  ^ 

pour  calculer  cette  intégrale  par  rapport  à p , rempla- 
çons cette  variable  par  la  variable  s : or,  il  est  évident 
que 

j’=  a' — 2ar  cos.  p+r', 

d'où  l’on  tire 

stù  = ar  sin . pdp 
ou 

P 

r'  s\n.  pdp  - — sds . 

‘ a 

substituant  il  vient 

- 

F = 2K7T  1 P - \ T dsdr , 

Jr„  Jsb  ^ 

S et  étant  les  valeurs  de  s correspondantes  à P cl  p,, 
or  de 

s'  = a'  — 2ar  cos.p+r, 

' 
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ou 


a*  — /•’=  'Za  — ar  cos.^  = Zû(a  — r cos.  p) 


a — rros.  P = , 


et  en  intégrant  par  rapport  àj  , 


remplaçons  maintenant  S et  par  leurs  valeurs  : pour 
cela,  observons  que  si  nous  supposons  que  les  deux  gé- 
nératrices des  cônes  se  confondent  l’une  avec  l’axe 
desx,  l'autre  avec  son  prolongement,  alors  p,=o  et 
P=*,  et  comme  on  a d’ailleurs 


S’  = «’ — arcos.  P + r’,  ^J‘  = a* — 2arcos.  p„  + r', 

on  en  conclut 

S’=  {a + r)',  s,'  = (a  — r)  ■ 


et  selon  que  a sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  r,  il 
faudra  prendre  la  valeur  positive  ou  négative  de  s,. 
Le  premier  cas,  c’est-à-dire,  quand  le  point  P est  in- 
térieur au  volume,  S=a+r,  s«=a — r et  la  quantité  à 
intégrer  se  réduit  à 


et  par  conséquent 


r_L 

1 

Va  — 

r U + r. 

irK 

1 rirdr, 

'ro' 

( *oy  ) 

pour  interpréter  ce  résultat  , observons  que  si  dans 
l’expression  de  la  masse  nous  introduisons  toutes  nos 
suppositions , c'est-à-dire  si  nous  la  réduisons  à la 
masse  du  volume  compris  entre  deux  sphères,  on  a 

M = 47t  i r,r’dr  donc  F — — iî  ; 

Jr„  ' 

donc  l’attraction  de  ce  volume  sur  un  point  extérieur 
ou  réciproquement,  est  exaclcnient  la  même  que  si 
cette  masse  était  concentrée  au  centre  des  sphères. 
Dans  le  deuxième  cas  , si  c’est-à-dire  si  le  point 
est  intérieur,  alors 

S = a-|-r,  »o  = — (a  — r)  = r — a, 

et  la  quantité  sous  le  signe  ^ devient  nulle  , donc , 

alors  F=0  : ainsi  une  pareille  masse  n’a  aucune  ac- 
tion sur  un  point  intérieur  à la  plus  petite  des  deux 
sphères  : donc  aussi , si  le  point  est  dans  l’intérieur 
même  de  la  masse  et  qu’on  fasse  passer  une  sphère, 
concentrique  par  ce  point,  la  partie  qui  lui  sera  ex- 
térieure, ne  produira  aucun  effet,  l’autre  seule  exer- 
cera un  effet  dont  nous  savons  trouver  la  mesure. 

118.  Il  résulte  de  là  que  l’attraction  d’une  .sphère 
sur  une  autre  est  la  même  que  si  la  masse  de  chaque 
sphère  était  réunie  à son  centre.  Concluons  donc 

119.  1°  Que  les  attractions  en  raison  inverse  du 
carré  des  distances,  exercées  partons  les  points  d'une 
couche  sphérique , d'une  épaisseur  constante  homo- 
gène , sur  un  point  situé  dans  l’espace  vide  terminé 
par  cette  couche,  se  détruisent  mutuellement  ; en  sorte 
que  ce  point  demeure  en  équilibre  quelle  que  soit  sa  po- 
sition. 
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120.  2*  Que  i attraction  de  cette  couche  ou  d'une 
sphère  entière  exercée  sur  un  point  extérieur,  est  la 
même  que  si  la  masse  du  corps  attirant  était  réunie 
à son  centre. 

121.  3°  Si  le  point  fait  partie  de  la  couche  atti- 
rante, et  si  l'on  fait  passer  une  sphère  concentrique 
par  ce  point , le  point  sera  attiré  par  la  masse  exté- 
rieure à cette  nouvelle  couche , comme  il  est  dit  au 
n°  i,  et  la  partie  extérieure  se  comportera  comme  il 
est  dit  au  «*  2. 


122.  Si  nous  supposons,  que  la  densité  est  partout 

K Vo 

la  même,  alors  F ~ V étant  le  volume  correspon- 
dant à la  masse  M,  ainsi,  si  le  volume  considéré  se  ré- 
duit à celui  d’une  sphère  dont  le  rayon  est  r,  il  vient 
pour  l’attraction 


si  le  point  attiré  lui  est  intérieur,  l’attraction  ne 
s’exerce  plus  qu’en  vertu  de  la  sphère  ayant  pour 
rayon  a,  ainsi  dans  ce  cas 

F = fK— — =«)K.  ^ na  , 

il  4 

on  conclut  de  là,  que  dans  ce  cas  Vattraction  est  pro- 
portionnelle à la  distance  : c est  ce  qui  a lieu  pour 
1 attraction  de  la  terre  : tant  que  ce  point  est  dans 
1 atmosphère , il  attire  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance  au  centre  de  la  terre,  mais  dès  qu’il  a 
pénétré  dans  la  terre  , par  exemple,  dans  un  puits. 
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Tsittraction  est  proiwrtionnelle  à sa  distance  au  centre. 

Nous  allons  terminer  ce  chapitre  par  quelques  no- 
tions, qui  compléteront  ce  qui  est  relatif  aux  attrac- 
tions. 

123.  Les  corps  renferment,  sous  des  volumes  égaux, 
des  quantités  inég.ales  de  matière  pondérable,  et  ces 
quantités  varient  dans  un  même  corps,  par  la  tempé- 
rature et  la  pression.  On  considère  les  corps  comme 
composés  de  parties  matérielles  non  contiguës  , telles 
que  les  dimensions  et  celles  du  vide  qui  les  sépare , 
échappent  à l'œil  par  leur  petitesse  : ces  parties  se 
nomment  atomes  et  le  vide  qui  les  sépare  porcs.  On 
regarde  comme  invariables  leur  masse , leur  forme  et 
leur  volume  , les  pores  peuvent  éprouver  de  grandes 
variations  par  les  effets  de  la  température  ou  de  la 
pression . 

\‘ik.  Les  molécules  des  corps  ne  sont  autre  chose 
que  la  réunion  également  insensible  de  plusieurs  ato- 
mes, les  corps  diffèrent  par  la  nature  et  la  proportion 
des  atomes,  qui  entrent  dans  la  composition  de  leurs 
molécules. 

125.  Ainsi,  c'est  a tort  qu’on  suppose  la  masse  di- 
visée en  éléments  infiniments  petits  , ayant  la  même 
densité  dans  les  corps  homogènes  , ou  une  densité  qui 
varie  par  degré  insensible  dans  les  corps  hétérogènes  : 
néanmoins  on  peut  faire  usage  des  formules  fondées 
snr  cette  considératioi.  èir>». lorsque  les  corps  ont 
été  divisés  en  parties  d'une  grandeur  fixe , mais  tout 
h fait  insensible,  car  une  partie  de  la  masse  qui  ren- 
ferme un  grand  nombre  de  molécules,  peut  encore 
être  considérée  comme  très-petite. 
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126.  D’apnVs  « clii,  .si  oa  veut  .ivoir  l.i  m.-isse  d’un 
corps  , ou  plus  généralement  la  somme  des  produits  de 
scs  parties  élémentaires  par  une  fonction  des  coor- 
données de  l’un  de  scs  points  , il  faudra  diviser  le  vo- 
lume en  parties  lrès-j)etites  , multiplier  chacune  d’elles 
par  la  densité  de  son  centre  de  gravité  et  par  la  fonc- 
tion ci-dessus,  et  faire  la  somme  de  tous, ces  produits 
à la  limite  , cette  somme  ne  .sera  autre  chose  <|ue  l’in- 
tégrale de  la  même  quantité  , et  clic  s’en  rapprochera 
à mesure  ifuc  les  parties  deviendront  de  plus  en 
plus  petites  , en  sorte  que  le  volume  élémentaire  i» 
étant  très-petit,  mais  dillércntde  c/e,  on|)ourra,  s.ins 
erreur  sensible , sidjstituer  l’intégrale  à la  somme  : 
c’est  précisément  ce  cjue  nous  avons  fait. 

L’erreur  nh  serait  sensible  que  dans  le  cas  où  la 
fonction  varie  très-rapidement,  et  change  de  signe  dai's 
l’intégration,  mais  cette  exception  n’a  aucun  rapport 
avec  le  cas  que  nous  avons  considéré. 


CHAPITRE  VI. 


ÉgLIMBRE  n’vN  CORPS  FI.EMBt.F.. 


S I" 

Equilibre  du  J^„iculaire. 

127  Un  ap|)eile  machine  funiculaire  tout  assem- 
blage de  cordes  liées  entre  elles  par  des  nœuds  fixes 
ou  passées  dans  des  anneaux  qui  j)cuvent  glisser  le 
long  de  ces  cordes  , mais  nous  su|)poseions  qu’il  n’v  a 
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jamais  plus  de  trois  cordons  réunis  en  un  même  point. 

Considérons  d’abord  une  suite  de  cordes  ou  de  droi- 
tes invariables  qui  peuvent  tourner  librement  autour 
du  point  d’application. 

128-  On  fait  abstraction  des  masses,  et,  par  consé-  Fig.  38. 
quent , du  poids  des  cordes  -,  d’ailleurs  chacun  de  ces 
poids  serait  une  force  que  l’on  décomposerait  en  deux 
autres  parallèles  appUquées  aux  extrémités  de  chaque 
corde.  Ainsi  nous  supposons  que  le  système  est  seu- 
lement sollicité  par  des  forces  P, F, P''  etc. , appliquées 
aux  divers  sommets  du  po(y^one  funiculaire .-  nous  sup- 
posons en  outre  les  côtés  ÂB,BC  inflexibles  et  inexten- 
sibles, les  sommets  A, B, G variables  de  position , et  les 
angles  du  polygone  variables  de  grandeur  ; il  s’agit  de 
déterminer  les  conditions  d’équilibre.  Soient  >,^,7, 
a', P',-/,  etc.,  les  angles  des  forces  P,F,F'  etc.,  avec  les 
axes  et  xyz,  jc'y'z'  etc. , les  coordonnées  des  sommets  du 
polygone  : le  polygone  étant  en  équilibre  quand  les 
sommets  sont  variables  de  position,  cet  équilibre  ne 
sera  pas  troublé , en  supposant  que  les  sommets  soient 
fixes , c’est-à-dire  que  les  angles  soient  invariables,  et 
les  forces  qui , alors  , sont  appliquées  à im  système  in- 
variable , seront  en  équilibre  si  la  force  principale  et  le 
moment  principal  sont  nuis  séparément  et  simultané- 
ment; on  aura  donc  déjà  pour  conditions  nécessaires 
de  l’equilibre 

X=0,  Y=0,  Z=0,  L=0,  M = 0,  N = 0, 
ou  bien 

P cos.  a-t-Pcos.  a’+etc -t-P"cos.«'*  = 0 

P cos.  P P cos.  p'+ -f-P'*cos.  P"  = 0 

P cos.  7 -f  P cos.  7' -t- -t-P*cos.7'*=0 

P(y  COS.7 — zcos.  P)-|- -|-P’‘(y''‘cos.7“ — z'cos.  P")  = 0 

P(zcos.a — xc08.7)-t- +P"(a'*cos.a"— x*cos.7'*)s=0 

Pfxcos.p — jr  eo8.»)-t- -t-P"(x"cos.p" — ^’cos.x”)  = 0. 
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129.  Ces  conditions  seraient  suffisantes  si  les  angles 
du  polvgone  étaient  invariables  ( ce  qu’on  exprimerait 
en  établissant  que  chaque  sommet  est  lié  par  des  cor-  ■ 
des  invariables  , non-seulement  avec  les  deux  sommets 
adjacents,  mais  encore  avec  tous  les  autres)  ; mais  si 
les  angles  sont  variables,  il  faut  de  nouvelles  condi- 
tions : supposons  d’abord  que  le  sommet  A soit  seul 
variable,  et  que  les  autres  restent  fixes , il  faudra  pour 
l’équilibre  que  la  force  P soit  dirigée  suivant  le  câté 
AB,  car  il  faut  que  cette  force  maintienne  ce  côté  en 
équilibre,  ce  qui  s’exprimera  en  écrivant  que  les  pro- 
jections de  la  force  sont  proportionnelles  à celle  du  côté, 
ce  qui  donne 

' Pros. a Pcos.^  Pcos.y 

■x'—x  ~ y— y =' — Z ' 

on  pourrait  même,  dans  ce  cas,  supprimer  le  facteur 
commun  P;  cette  côndition  étant  remplie,  la  force  P 
sera  dirigée  suivant  le  côté  AB,  et  pourra  être  trans- 
portée en  B,  où  elle  se  composera  avec  P'  en  une  seule 
force  ayant  pour  projection  sur  les  axes 

Pcos.«-|-P'cos.  a',  P cos.  [3 -t- P cos.  Pcos.y-t-P'cos.y' : 

si  maintenant  on  suppose  que  le  point  B devienne  mo- 
bile, les  autres  C,D,hl  restant  fixes,  il  fauilra  pour  . 
l’équilibre,  outre  les  conditions  établies , que  la  résul- 
tante soit  dirigée  suivant  la  corde  BC,  ou  que  les  pro- 
jections soient  proportionnelles  à celles  de  la  corde,  et 
on  aura 


Pcos.  a-t-P'cos.  *'  Poos.  S+P'cos  6'  PcOs.v-t-P'cos.y' 


cette  condition]  étant  remplie  , la  résultante  pourra 
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^Ire  Iransjwrlée  en  C,  où  elle  se  composera  avec  la 
force  P " et  produira  une  nouvelle  résultante.  En  con- 
tinuant ces  raisonnements  pour  tous  les  côtés  du  poly- 
gone, on  arrivera  enfin  a une  résultante  qui  sera 
dirigée  suivant  EF,  et  appliquée  au  point  F supposé 
mobile  : ilfaudra  pour  l’équilibre  que  cette  résultante 
et  la  force  P appliquée  en  F se  fassent  équilibre  : 
ainsi,  pour  dernière  condition  d’équilibre,  il  sera 
nécessaire  que  toutes  les  forces  transportées  parallè- 
lement à elles-mêmes  en  F se  fassent  équilibre,  et  c’est 
ce  qu'expriment  déjà  les  trois  conditions  qui  donnent 
une  force  principale  nulle. 

130.  Nous  disons  enmitre,  quesi  ces  trois  conditions 
sont  satisfaites,  ainsi  que  toutes  celles  que  nous  avons 
énoncées  plus  haut,  il  y aura  équilibre.  En  ellet,  sup- 
posons que  le  polygone  funiculaire  soit  maintenant 
tel  qu’il  a été  donné,  c’est-à-dire,  ayant  ses  angles 
variables  et  ses  côtés  inextensibles  : si  la  première  con- 
dition 

P cos. g . Pcos.p  Pcos.7 


est  satisfaite , la  force  P sera  dirigée  suivant  AB  , et 
pourra  être  transportée  en  B où  elle  se  composera 
avec  P'  et  donnera  une  résultante  qui,  en  vertu  de  la 
deuxième  condition  , sera  dirigée  suivant  BC,  et  ainsi 
de  suite  ; enfin,  on  arrivera  à avoir  remplacé  le  système 
entier  du  polygone  par  un  système  de  forces  appliquées 
au  point  F,  et  ces  forces  ne  seront  autre  chose  que  les 
forces  données,  transportées  parallèlement  à elles- 
mêmes.  Or,  ces  forces  seront  en  équilibre  en  vertu 
des  trois  dernières  conditions:  donc  il  y aura  équili- 
bre, et  les  conditions  trouvées  sont  nécessairement  suf- 
fisantes. 
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Remarquons  qu’on  peut  dans  le  cas  d'ëquilibre  consi- 
dérer un  côté  quelconque  et  concentrer  aux  deux  ex- 
trémités les  forces  appliquées  aux  sommets  qui  suivent 
ou  qui  précèdent;  cesdeirx  forces  appliquées  aux  deux 
extrémités  du  côté,  doivent  être  égales  et  directement 
opposées , car  elles  doivent  se  faire  équilibre.  Cha- 
cune de  ces  forces  mesure  la  tension  du  côté , et  cette 
tension  peut  être  considérée  comme  agissant  dans  la 
direction  de  ce  61  dans  un  sens  et  dans  un  autre. 

Examinant  le  nombre  total  des  équations  d’équi- 
libre , nous  avons  trouvé  autant  de  formules  d’équi- 
libre qu’il  y a de  côtés , c’est-à-dire  n formules , et 
comme  chacune  d’elles  renferme  deux  équations,  il 
y aura  3/t  équations  d'équilibre  auxquelles  il  faut 
ajouter  les  trois  équations  qui  expriment  que  la  force 
principale  est  nulle  : ainsi  le  nombre  total  est  2n+3. 

Puisque  les  2n+3  équations  qui  précèdent  suffi- 
saient pour  établir  l’équilibre , il  est  évident  qu’elles 
doivent  renfermer  les  trois  conditions  qui  expriment  la 
nullité  du  mouvement  principal  : c’est  ce  que  l’on  peut 
vérifier.  En  effet,  des  formules  d'équilibre  on  déduit 

Pcos.p(z'—  z)  = Pcos.7(y — y) 

(Pcos.  p+P  cosp')  (z"— z'  )=  (PCO8.7+F  COS.7')  (y"— yr'} 

(Pcos.  P + +P*-‘  cos  p""‘  ) ( z”—  z"-'  ) 

= { P cos.  7+ + P*-'  cos.  7"-)  (y*— y"-'), 

ajoutant  toutes  ces  équations  membre  à membre,  il 
viendra  pour  le  premier  membre  en  faisant  les  réduc- 
tions 

— Pzcos.S — P' z' cos. P' — P*"'s’^‘  cos. P"’" 

+ (Pc05Ê+ + P""‘cOS.  P"~' ) »* 
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or , puisque  la  force  principale  est  nulle , on  a 

PC0S.P  + PC08.P'+ +P"-C08.p"-=— P'cOl.jS*, 

ainsi  le  premier  membre  devient 

— Pscos.p— Pz'cos.p' — P*-‘Z*-C08.p"-— PVcos.S', 

on  aura  de  même  pour  le  deuxième  membre 
— Pj'  cosy  — P'y  COS.7'. . . . . — P"“'j'"“‘cos,y*~‘  — P’y’cos  .7". 

ces  deux. expressions  sont  égales  et  forment  une  équa- 
tion qui , en  faisant  passer  le  deuxième  membre  dans 
le  premier , et  groupant  les  termes  deux  à deux , se  ré- 
duit à 

Pfycos.y — zcos.p)+F( )+ 

+P"(^“  cos.  7" — 1“  cos.  P*)  = 0 

équation  identique  avec  l’une  de  celles  qui  établissent 
la  nullité  du  moment  principal.  On  retrouverait  de 
même  les  deux  autres  : on  voit  donc  que  les  équations 
d’équilibre  emportent  la  nullité  du  moment  principal. 

131.  On  peut  voir  que  le  nombre  des  équations  d’é- 
quations d’équilibre  est  égal  à celui  des  variables  in- 
dépendantes ; en  effet , nous  savons  que  les  sommets 
du  polygone  doivent  être  constamment  à la  même  di- 
stance des  sommets  adjacents  ou  en  d'autres  termes^  que 
les  longueurs  descâlés  du  polygognerestent  invariables, 
on  a par  conséquent , poùr  chaque  côté  , une  équation 
de  la  forme 

(x' — x)  ’+  tr'— J')  ’-t-  (s' — z)’=  a 
(j^'- j^)’+ z')’=  a' 
etc.,  etc. 

Le  nombre  de  ces  équations  est  égal  au  nombre  n des 
eôtés  ; ainsi  voilà  n équations  qui  peuvent  servir  à dé- 
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terminer  les  valeurs  de  xjrz,xy'2f  etc.  inconnues  qui 
sont  au  nombre  de  3«+3  ; d’après  cela,  il  n’y  aura  que 
2n+3,  variables  qui  soient  indépendantes;  donc  leur 
nombre  est  égal  à celui  des  conditions  d'équilibre. 

Si  tout  le  système  se  trouvait  dans  le  même  plan , 
il  est  évident  qu’ulors  le  nombre  des  équations  se  ré- 
duit à n+2,  puisque  les  n premières  formules,  en  don- 
nent une  chacune  et  la  dernière  deux  : n-i-2  est  d’ail- 
leurs le  nombre  des  variables  indépendantes. 

Enfin,  si  le  système  étant  quelconque,  les  deux  points 
extrêmes  étaient  fixes,  lesdeux  forces  extrêmes  ne  se- 
raient plus  cà  déterminer  en  grandeur  et  en  direction, 
ainsi,  dans  ce  cas,  le  nombre  d’équationsserait  2n — 3, 
ainsi  que  le  nombre  des  variables  indépendantes,  et 
il  se  réduirait  à n — 1 , si  le  système  était  dans  un 
même  plan. 

132  Si  les  directions  des  forces  partagent  toujours 
eu  deux  parties  égales , l’angle  compris  entre  les 
deux  côtés  a<!jaccnts,  la  tension  T est  nécessairement 
constante  dans  toute  l’étendue  du  polygone  : de  plus, 
en  nommant  a"  l’angle  compris  entre  les  deux  cjjtés 
adjacents  au  point  d’application  de  la  force  P*,  on  aura 


la  relation  P”  =2Tcos — qui  doit  subsister  pour  toutes 
les  valeurs  de  m. 


133.  Si  les  directions  des  forces  sont  toutes  parallèles 
entre  elles,  l’équilibre  ne  pourra  évidemment  subsister 
qu’autantquc  les  directions  de  toutes  les  forces  et  tous 
les  côtés  du  polygoneseront  compris  dans  unmême  plan. 

Si  en  outre,  ces  forces  sont  toutes  verticales,  il  est 
facile  de  conclure  que  s’il  existe  dans  le  polygone  un 
côté  horizontal , la  tangente  de  l’angle  d’inclinaison 
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(les  c(5tés  du  polygone  sur  l'horizon,  augmentera  à 
partir  de  celui-ci,  proportionnellement  à la  somme  des 
forces  comprises  entre  le  côté  horizontal  et  celui  que 
l’on  considère  -,  on  verra  de  meme  que  les  composantes 
horizontales  des  tensions  des  côtés  extrêmes  du  poly- 
gone, doivent  être  égales  entre  elles,  que  la  somme  des 
composantes  verticales  de  ces  tensions  doit  être  égale 
à la  somme  des  forces  verticales  appliquées  au  fil,  et 
que  de  plus,  s’il  existe  un  côté  horizontal  dans  le  po- 
lygone, les  composantes  verticales  des  tensions  des 
côtés  extrêmes  seront  respectivement  égales  à la  somme 
des  forces  verticales  comprises  entre  ce  côté  et  l’extré- 
mité correspondante  du  hl. 

13 Si.  Considérons  maintenant  le  cas  où  les  points 
d’application  peuvent  glisser  librement  le  long  du  hl 
ou  polygone  funiculaire. 

C’est  le  cas  d’un  cordon  inextensible  fixé  à scs  deux 
extrémités  et  enfilé  dans  une  série  d'anneaux.  Suppo- 
sons d’abord  qu’il  n’y  a qu’un  seul  point  mobile  sur  le 
cordon.  La  force  P est  la  résulùinle  des  forces  qui  lui 
sont  appliquées.  Le  point  B ne  pourra  se  mouvoir  que 
sur  la^surface  d’un  ellipsoïde  de  révolution  dont  les 
deux  points  A et  C sont  les  foyers  , et  dont  le 
grand  axe  est  (-gai  à la  longueur  du  cordon  ACfi. 
Pour  que  le  point  B .soit  en  repos  sur  cette  surface, 
il  faut  quela  force  qui  le  sollicite  soit  normale  à l’ellip- 
soïde, ou  que  la  direction  de  la  force  divise  en  deux 
parties  égales  l’angle  des  rayons  vecteurs,  ou  ABC, 

' ou  bien  encore  que  la  force  P soit  décomposable  en 
deux  autres  dirigées  suivant  les  cardons  AB,  BC.  Si 
A et  C étaient  mobiles , il  faudrait  eu  outre  que  ces 
points  fussent  retenus  par  des  forces  égales  et  oppo- 
sées dirertement  aux  composantes  de  la  force  P. 


Fig.  38. 
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S’il  y avait  plusieurs  anneaux  mobiles  et  une  force 
appliquée  à chacun  d’eux  , il  suffirait  pour  l’équilibre 
que  chacun  de  ces  points  remplit  les  conditions 
énoncées  dans  le  premier  cas.  Ainsi,  si  nous  considé- 
rons en  particulier  le  point  D et  les  cordons  voisins 
CD, DE,  il  faudra  que  la  force  P"'  qui  sollicite  ce  point, 
soit  décom'posable  suivant  DE  et  DC  en  deux  forces 
égales  aux  composantes  de  P"  et  P"'  suivant  ces  mêmes 
cordons  et  dirigées  en  sens  contraires.  Cette  force  P”' 
devant  de  plus  être  normale  à l'ellipsoïde  qui  aurait 
pour  grand  axe  CD+DE,  il  faudra  que  la  direction  de 
P"  divise  en  deux  parties  égales  l’angle  du  polygogne 
en  D : il  en  serait  de  même  de  tout  autre  sommet  : 
ainsi , les  conditions  d’équilibre  sont  les  mêmes  que 
dans  le  cas  d’un  point  mobile  et  d’une  force  unique. 

135.  Considérons  la  force  P qui  retient  le  point  A 
et  la  composante  de  P suivant  AB  ; puisque , par  hypo- 
thèse, le  polygcme  funiculaire  est  en  équilibre,  on  peut 
lui  substituer  un  polygone  dont  les  cdlés  sont  inva- 
riables : or,  on  sait  que  dans  ce  cas  la  force  P doit  coïn- 
cider en  direction  avec  AB,  et  être  égale  et  directement 
opposée  à la  composante  de  P,  suivant  AB,  ce  qui 
fournit  deux  équations  d’équilibre  ; on  aura  de  même , 
pour  chacune  des  forces  P, P',  et  ainsi  de  srnle  ; la  force 
P,  combinée  avec  la  résultante  de  toutes  les  autres  don- 
nera aussi  deux  équations , on  aura  donc  autant  de  fois 
deux  équations  qu’il  y aura  de  côtés , plus  un , ou  bien 
2n+2  équations  : pour  exprimer  en  outre  que  chaque 
force  divise  en  deux  parties  égales  l’angle  du  sommet 
du  polygone  auquel  elle  est  appliquée , on  aura 


P.T:; 


sin. 


P":T;;sin.V: 


a 


l'"  " ; T ; ; sin.  **  ’:si»  — 
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ces  proporüoDsqtii  serontaunombreden — 1 donaeroat, 
en  les  ajoutant  aux  2n-{-2  ci-dessus , et  en  y joignant 
l’équation  P"  = T, 2/i-)-2n — l-)-l  équations,  ou  3n-f"2 
équations  d’équilibre  : maintenant,  pour  exprimer  que 
le  (il  est  inextensible,  on  aura  une  équation  de  con- 
dition qui  nous  permettra  d’éliminer  une  des  variables 
qui  sont  au  nombre  de  3n-h3  ainsi , il  ne  restera  que 
3n+2  variables  indépendantes  : donc  le  nombre  des 
variables  indépendantes  est  égal  à celui  des  équations 
d’équilibre. 

S II- 

Equilibre  d’un  fil flexible , ou  courbe  funiculaire. 

136.  Considérons  d’abord  un  (il  pesant  homogène, 
parfaitement  flexible  et  attaché  par  ses  extrémités  à 
deux  points  fixes.  Ce  fil,  abandonné  à l’action  de  la  pe- 
santeur, aflectera  dans  l’état  d’équilibre  une  certaine 
courbe  qu’on  nomme  chaînette,  et  dont  il  s’agit  de 
déterminer  l’équation. 

Soit  A, B les  points  fixes,  C le  point  le  plus  bas 
de  la  courbe , et  D un  point  quelconque  pris  sur  cette 
courbe  : quant  l’équilibre  existe , l’arc  CD  est  dans  le 
même  cas  que  s’il  était  fixe  : soit  s la  longueur  de  cet 
arc , P la  densité  constante  de  la  masse  concentrée  sur 
Tare  CD,  ps  représente  cette  masse  et  gps  le  poids  de  cet 
arc  : ce  poids  agit  en  un  point  G qui  en  est  le  centre 
de  gravité  et  qu’ou  doit  supposer  lié  invariablement 
à tous  les  points  de  l’arc.  Puisqu’il  y a équilibre,  nous 
pouvons  admettre  pour  un  instant  que  l’arc  CD  est 
entièrement  fixe , les  autres  portions  de  la  courbe  res- 
tant flexibles.  Si  on  vient  séparer  cet  arc  CD , il 
tombera  ; alors  les  points  C et  D étant  fixes  et  les  arcs 
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AC  et  1)B  étant  en  équilibre , pour  les  retenir  il  fau- 
dra appliquer  aux  points  C et  D des  forces  convena- 
bles : l’arc  flexible  AC  devant  retenir  le  point  C,  agira 
sur  ce  point  comme  une  forcé  tangente  en  C à la 
courbe  , car  celte  force  qui  représente  la  tension  doit 
être  dirigée  suivant  l’élément  de  la  courbe  au  point  C 
ou  suivant  la  tangente  qui  est  horizontale;  de  même 
on  retiendra  le  point  D par  une  force  tangente  en  D ; 
donc  , puisqu’il  y a équilibre  , l’arc  étant  flexible , il 
s’ensuit  que  l’arc  AC  agit  sur  le  point  C comme  une 
force  tangente  à la  courbe  en  C,  et  que  BD  agit  sur  le 
point  D comme  une  force  tangente  en  D,  et  tirant  de 
bas  en  haut.  L’une  quelconque  de  ces  forces  se  nomme 
la  tension  de  la  courbe  en  ce  point. 

Revenons  à l’arc  CD: soit  Q la  tension  au  point 
D,  Q„  celle  au  point  C : l’arc  CD  sera  sollicité  par  les 
trois  forces  Q.Qu.g'.s.  Ces  trois  forces  forment  un 
triangle  GCD,  et  puisqu’il  y a équilibre , elles  sont 
dans  le  plan  du  triangle-,  le  point  D étant  arbitraire  j 
il  en  résulte  que  la  courbe  est  plane  ; puisque  le  sys- 
tème de  ces  trois  forces  est  en  équilibre  , la  force  prin- 
cipale doit  être  nulle,  ce  qui  exige  que  la  somme  des  pro- 
jections sur  les  deux  axes  des  x et  des  y soient  milles  ,« 
car  nous  supposons  que  le  plan  de  la  courbe  est  le 
plan  vertical  des  xy.  Les  projections  sur  l’axe  OXsout 
Q cos.v,  Q,  et  O;  et  celles  surl’axe  OY,  sont  Q cos.^, 
O et  g-.s  ; or, 

dx  dy 

cos.a  = -—  , cos.p  = -;- 
ds  ds 

et  les  projections  étant  en  sens  contraires,  on  a 


.dx 


dy 
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«tivisantces  deux  équations  l’une  par  l’autre  , il  vient 

^ g' 

rfx  “ Q/ 

^ est  une  constante.  Soit  a cette  constante  qui  est  une 
Vo 

certaine  fonction  déterminée  de  x.y,  alors  ^ =;aj.  ou 

ax 

J \ il  s’agit  d’intégrer  cette  équation  : remarquons 
que 


d’où 


ds  = \/ \->ry'dx,  5=  — 
a 


dy—a\/ i+y'dx  , — ^ 


: adx  : 


yüÿ- 

pour  intégrer  cette  nouvelle  équation  , observons  que 
l’équation 

dx  d\/  1+j:’ 


\/\+x-  ^ 

donne  , 

y \-^x'  X x+Ki+j:* 

d’où 


}V\+x 
appliquant  cette  formule  à 
dy' 


C = /(x+|/ l+x‘)+c  : 


= adx  , 


en  observant  que  pour  le  point  le  plus  bas  C 
x=  X,  et  ^'=0  , 
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I cr'+ y^+y') = «(x — 

d’où  passant  aux  nombres  et  multipliant  et  dirisant  par 

yîW'—y 

il  vient  encore 


(y+yüÿ‘X  y i+r"-y) 


yi+y-y) 

OU 

‘ -et*-*.)  . 

y i+y'— y 

d'on 

yûÿ^  y-  * 

on  a aussi 

• 

y+|/Ï4ÿ^-e‘(^«) 


retranchant  cette  équation  de  la  précédente  on  obtient 


dx  2 


l’intégration  donne 


•e*i‘^”)—c-‘i‘-‘«')dx 

2 


Or, 


/az 

e“dx  = —: 
a 


d’après  cela  intégrant  entre  les  limites  x et  aux- 
quelles correspondent  coordonnées  du  point 

C,x,jr  coordonnées  du  point  D variable),  il  vient 


\ 
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^ = 1 (e-(-'.)e-(--o)-  2) , 

équation  de  la  chaînette.  Cette  équation  renferme 
trois  indéterminées  x^,  et  a,  et  on  a trois  conditions 
pour  les  obtenir,  puisque  la  courbe  doit  passer  par  les 
points  A et  B , et  que  la  longueur  de  la  courbe  est  con- 
stante ; mais  on  peut  opérer  plus  simplement  : en  pre- 
nant le  point  le  plus  bas  pour  origine , l’équation  se 
réduit  à 

.r=^(«"+e-“-2), 


OU  bien,  faisant  passer  l’axe  des  le  point  le  plus 
bas,  ce  qui  donne 


(«"+«—— 2), 

et  en  disposant  de  l’axe  des  x de  manière  q\iejr^= 
l’équation  se  réduit  à 


telle  est  l’équation  la  plus  simple  de  la  chaînette. 

137.  On  voit  que  a varie  avec  les  deux  extrémités  Fig.  40 
de  la  chaînette  , car  g varie  ainsi  que  Q,  : il  faut  donc 
avoir  a en  fonction  de  la  longueur  du  fil  et  des  cooi^ 
données  des  points  de  suspension  : prenons  le  cas  par- 
ticulier où  les  deux  points  de  suspension  sont  à la 
même  hauteur.  Soit 


/=BG,2A=AB: 

on  sait  que  l’arc  2/  est  proportionnel  à 
ainsi  que  la  moitié  /,  ainsi  on  aura 


ift 


ou  2a/=e** — e 
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en  prenunl 

jr  = A = BD  i 

développant  e*‘  et  en  série , on  aura  : 

. ah  a'h'  n'h' 

* T2  ■^Tr3+" 

..  ah'  a'h'  a'h' 

TI-TTr"^' 


d’où 


— c 2 ( ah •}-  ■ "f",, , I 

\ 1.2.3  1.2.34.5  ) 


si  nous  nous  bornons  aux  termes  du  deuxième  degré 
a'h' 

et  si  nous  posons  ——  = x,  il  vient 
ÜS 


‘+i  + Î2Ô-""' 


••>1  = 


,=*( 

or,  2l^2h  donc  ^>1  et  à fortiori  '^>0  ou  posi- 
tif ; de  l’équation  précédente,  on  déduit 

ainsi  tous  ces  termessont  positifs  et  on  n G — 1 ■ 


l’égalité  précédente  donne  a = 


. <^‘)  . 


, si  on  fait 


1+  — +etc. 
4.5 


dans  le  deuxième  membre  a = o,  on  obtiendra  une  va- 
leur trop  grande  dans  le  premier.  Soit  a,  la  valeur  ainsi 
obtenue,  cette  valeur  est  trop  grande,  et  si  on  la  substi- 
tue dans  le  deuxième  membre,  la  valeur  correspondante 
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qui 


i en  résulte  a,s= 


sera  trop  petite  : ainsi  x 


1+7-^+etc. 

4.0 


est  compris  entre*  et  puis  entre  *,  et  : ces  deux 
limites  sont  plus  rapprochées  que  les  précédentes,  car 
*,  est  compris  entre  o et  a, , de  même,  on  aurait  d’au- 
tres limites  rapprochées,  on 

aura  une  grande  approximation  en  prenant  seulement 
les  terme»  du  deuxième  degré,  par  exemple,  soit 

/=3,A=2,  ^-l  = i , *„=0  x.  = 6i  = 3 

g » g f 

*.=  — ^ = 2,55,  *,= ^=2,64,  etc., 


V On  peut  déterminer  a ou  a,  jr„  s’ensuit  puisque 

et  toutes  les  constantes  sont  déterminées. 
a 

138.  La  ten.sion  T en  un  point  quelconque  de  la 
chaînette  est  T’=Q„’+.g’yf',  ainsi  la  tension  mini- 
mum a lieu  pour  le  point  le  plus  bas. 

139. 11  sembleque  la  méthode  précédente  ne  pourrait 
plus  être  employée  si  la  chaînette  n’oUrait  pas  un  point 
dont  la  tangente  soit  horizontale,  mais  il  n’en  est  rien, 
c.aren  opérant  de  la  même  manière,  après  avoir  dé- 
composé la  force  agissant  au  point  le  plus  bas,  en  deux 
autres,  l’une  horizontale  et  l’autre  verticale,  on  par- 
viendra au  même  résultat;  seulement  la  quantité  a 
n’a  pas  la  même  valeur. 

140.  On  peut  encore  se  demander  pourquoi  on  n’a 
pas  exprimé  que  le  moment  linéaire  principal  est  nul  : 
ordinairement  on  élude  cette  difficulté  en  disant  que 
le  raisonnements  éUint  indépendants  de  la  longueur 
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de  l’arc , et  le  moment  linéaire  étant  nul  lorsque  cet 
arc  est  infiniment  petit,  il  en  résulte  qu’il  en  est  de 
même  , quelle  que  soit  la  longueur  de  Tares  ; mais  on 
peut  faire  voir  qu’en  l’égalant  à zéro  on  parviendra  en- 
core à l’équation ^'=as , en  eflet,  le  moment  linéaire 
principal  est  égal  à 

($  étant  l’abscisse  du  centre  de  gravité).  En  changeant 
le  signe  et  remplaçant  si  par  sa  valeur 

iÇ=r  xsec.0dj:=f  xds, 

J X„  J X* 

on  a la  condition 


or. 


— Q"r.+Q(!r^— j* 


Q.=Qÿ,»f'=Qf, 


ds' 

et  Téquntion  précédente  devient 

Çx 

Q«(y—r-)—gf^x+gpl  xds=0: 

• J 

> _ • 

intégrant  par  parties  trouve 

(•X 

gç\  xds=zgi,sx — \ sdx 

' Js. 


et  par  suite 


Q.fj'— >'..)=g’p\  jrfx  = Q,V^  ydx 


Dioiti/' 
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Qy=gl^  ou  y=^  = as. 


ce  qu’il  fallait  obtenir. 

11  eût  été  plus  simple  d’observer  que  la  chaînette  pou- 
vant être  considérée  comme  un  polygone  funiculaire,  les 
équations  d’équilibre  de  celui-ci  doivent  lui  convenir  ; 
mais  dans  le  cas  de  la  chaînette,  en  supposant  l’axe  des:; 
vertical,  a=a'  = «'  = 0,etc.  P = p'=fi",  et  cos.  a = 0, 
cos.  p = 0,  etc.,  ainsi  les  2n  premières  équations  d’é- 
quilibre se  réduisent  à 

jc' — JC  jt" — a/ 

= -7> — ; = 

r— r y— y 

ce  qui  montre  que  la  chaînette  est  une  courbe  plane, 
et  des  lors  il^ne  reste  plus  que  les  trois  autres  équa- 
tions d’équilibre  X=0,Y=0,Z=0  qui  exprimentque 
la  force  principale  est  nulle. 

141.  Considérons  maintenant  le  cas  particulier  où 
la  force  verticale  appliquée  aux  points  de  la  courbe, 
au  lieu  d’être  proportionnelle  à la  longueur  des  parties 
de  cette  courbe  comme  dans  ce  qui  précède,  est  pro- 
portionnelle à la  projection  horizontale  de  ces  parties. 

Supposons  pour  plus  de  simplicité  que  le  plan  de  la 
courbe  est  celui  des  xy,  que  la  direction  de  la  force 
est  parallèle  à l’axe  de  y,  et  que  de  plus  la  première  ex- 
trémité du  (il  est  placée  à l’origine  des  coordonnées. 

Soit  T la  tension  en  un  point  quelconque  , s l’u- 
nité de  l'arc,  et  p la  valeur  de  la  force  appliquée  en 
ce  point , rapportée  à l’unité  de  longueur  et  donnée 
en  fonction  de  l’abscisse  ; les  composantes  horizonta- 
les et  verticales  de  la  tension  sont 

^7; ''^7.’  ■ 


Fig.  il. 
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équation  d’une  parabole  dont  l’axe  est  vertical.  On  a 
de  plus 

et 

T=  {/>.r+a)’+ii’. 

142.  Les  résultats  précédents  sont  exprimés  d'une 
manière  plus  simple  quand  on  transporte  l’origine 
des  coordonnées  au  point  le  plus  bas  de  la  courbe , 
où  la  tangente  est  horizontale , et  qui  est  le  som- 
met de  la  parabole;  car  alors  a=0_,c=0et  les  équa- 


tions précédentes  deviennent , 


■ 

y = équation 


simplifiée  de  la  parabole  et  T=j/ px'-^b'\  mais 

, ainsi  T=  \/ p’ar’-t-i’  : ces  nouvelles  équations 

ne  renferment  plus  rien  d’indéterminé  , on  voit  d’après 
ces  équations  que  le  maximum  de  tension  a lieu  au 
point  le  plus  élevé  de  la  courbe. 

143.  Quant  à la  longueur  de  l’arc,  on  l’obtiendra  géne- 
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râlement  en  intégrant  l’expression 

laquelle  on  remplacera  ^ par  sa  valeur. 

En  désignant  par  A et  y l’abscisse  et  l’ordonnée 
du  point  le  plus  élevé  de  la  courbe,  en  comptant 
les  ordonnées  de  bas  en  haut,  on  aura  pour  le  dernier 
point,  c’est-à-dire  pour  le  point  le  plus  élevé,x=A^y:^, 
et  par  suite 


Si  on  désigne  para*  l’angle  de  l’élément  supérieur 
de  la  courbe  avec  l’horizon  , et  par  Q,Q'  les  composan- 
tes horizontale  et  verticale  de  la  tension  en  ce  point, 
on  aura 

ph  2/ 

, tang.a=-  — - = -i-. 


Q_^  T = -2- 
^“2/’  cos.a 


Q h 

En  nommant  S'  la  valeur  de  l’arc  compté  du  point 
le  plus  bas  qui  correspond  à l’abscisse  ar',  on  aura 


flfxW 

5 

| + 

l 3.2' 

\ h ) 

5.8\ 

h ) 

_L/ 

<2/r'Y 

S 

/2/V 

V+elr  ^ 

7.16' 

^ A / 

9.123 

V A , 

J + eic.  I , 

et  en  faisant  x'=h,  et  appelant  G la  valeur  correspon- 
dante de  s 

'jvy 


©'-iT-for 


5.8  W»  / 

5 /2/ 

.123  V /i 

175  V 

50  \. 


9 
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— j»-l-etc.,j 

-h\i 


c — h 
Tl 


( i3a  ) 

Les  résultats  précédents  sont  principalement  utiles 
pour  l’établissement  des  ponts  suspendus  ou  suppor- 
tés par  des  chaînes  en  fer;  si  l’on  veut  de  plus  amples 
détails  nécessaires  aux  applications,  on  pourra  consul- 
ter l’ouvrage  de  Nay>ier  intitulé  : Jîapport  et  mémoire 
sur  les  ponts  suspendus. 

1&.4'.  Examinons  maintenant  le  cas  le  plus  général 
d’un  fil  sollicité  par  des  forces  quelconques,  distribuées 
d’une  manière  continue  sur  toute  l’étendue  du  fil.  Dési- 
gnons maintenant  par 

x^,z  les  coordonnées  rectangulaires  d’un  point  quel- 
conque m du  fil  ; 

s la  longueur  de  l’arc  de  la  courbe  du  fil  comptée  jus- 
qu’au point  m ; 

les  longueurs  de  l’arc  de  celte  courbe  comptées 
jusqu’au  premier  et  jusqu’au  dernier  point  de  la  par- 
tie où  les  forces  sont  appliquées  ; 

aJ)>Co  et  a„bnC,  les  angles  formés  avec  les  axes  des 
x,y,z  par  les  tangentes  menées  au  premier  et  au  der- 
nier point  de  cette  partie  du  fil  ; 

P la  valeur  de  la  force  appliquée  au  point  m,  cette 
valeur  étant  rapportée  à l’unité  de  longueur  et  donnée 
en  fonction  de  l’arc  s ; 

a,p,7  les  angles  de  la  force  p avec  les  axes,  ces  an  - 
gles  étant  également  donnés  en  fonction  de  l’arc 

T la  valeur  de  la  tension  du  fil  au  point  m,  T„,T„  les 
valeurs  de  la  tension  au  premier  et  au  dernier  point 
du  fil  où  les  forces  sont  appliquées. 

D’après  ce  que  nous  avons  dit  à propos  du  polygone 
funiculaire,  au  lieu  des  trois  premières  é(juations  ob- 
tenues dans  ce  cas,  nous  aurons  les  suivantes,  en  comp- 
tant les  ordonnances  de  haut  en  bas  ; 
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dx  f*" 

T— = V ^^/;cos. a+T„co4,  a. 
3s 

T ^ = J"  rfî/7cosi.  |i+T»cos.  6, 
dz  r*" 

T -y-  = I dsp  cos.  •/  + T„  cos.  c„ , 

J s 


qui  devront  subsister  dans  toute  l'étendue  de  la  courbe 
et  qui  en  déterminent  la  figure. 

Pour  le  premier  point  de  la  courbe  , elles  devien- 
nent, 


T„C0S./7,=  T„C0S.«,+  1 

1 dspeos.ct 

Ç^n 

T„cos.&,=  T.cos.  b,  + 1 

1 dsp  cos.p 

« 

' S^ 

rs. 

cos . C,=  T„  cos.  Cn  + 

1 dspeos.y 

« 

1 

Les  trois  équations  précédentes  donnent 


dx 

dz 


tfy 

dz 


i: 


dsp  cos . * + T„  cos . a. 


dsp  coa.y  + T.  cos.c. 


p, 

I dspeos.b  + T.cos.Zi, 


i: 


dsp  cos.  Y + T„  cos.c» , 


qui  sont  les  deux  équations  didérentielles  de  la  courbe 
du  fil  : on  en  déduit  également 


• Xiigitized  by  Google 


( '34  ) 


t/^cos.*+T„cos.u.  y<  Js/jcos.é  +T,  cos.  b,^ 

+ dspcos.yVi',  cos.  c.^  , 

pour  l’expression  de  la  tension  dans  un  point  quelcon- 
que. 

146.  Sil’ondiflérentie  les  trois  premières  équations, 
on  a ; 

Td.  ——+dT.  — = — dspcos.n 
ds  ds 

'IV.  — dspc<3s.p 


'^‘i-^+‘iT.~  = -dspoo..y, 

et  si  l'on  ajoute  ces  équations  après  les  avoir  multi- 
pliées respectivement  par 


dx  dy  dz 
di  ’ ds  ’ ds 


eu  faisant  attention  que 

dx'  dy'  dz 

et  par  conséquent 

/ dx  . dx  dy  , dy  dz  , dz  \ 

Vd^^^-Ts-^dl^^t^dz^-Ts-V- 

il  viendra 

/ dx  dy  , \ 

cos.«+  ^ COS.H 

ou  simplement — d!T~pcos,.sidx-\-pco%.pdy-\:p  cos.ydz. 
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Ce  résultat  donne  la  loi  d’après  laquelle  la  tension 
Tarie  d'un  point  à l’autre  du  fil. 

L’ accroissement  infiniment  petit  de  la  tension  est 
égal  à la  force  appliquée  à l’élément  du  fil  décomposée 
suivant  la  direction  de  cet  élément. 

\V1.  Pour  faire  quelques  applications  du  résultat 
précédent , on  supposera  en  premier  lieu  que  la  force 
désignée  par  p est  dirigée  partout  perpendiculairement 
à la  courbe  aflectée  par  le  fil.  La  valeur  de  devient 
alors  nulle,  et  par  suite  la  tension  doit  être  con- 
stante dans  toute  l’étendue  du  fil  : de  plus  en  appe- 
lant r le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  dont  il  s’agit 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  x,y,z,  on  aura  d’a- 
près ce  qui  est  démontré  en  analyse 


J e r dz 

lês  trois  équations  du  numéro  précédent  donneront 

T 

donc  également  T=pr,  ou  p—  — . 


Ainsi,  quand  unfd  tendu  est  appliqué  sur  une  sur- 
face fixe , la  valeur  de  la  pression  exercée  sur  cette 
suif  ace  , rapportée  à t unité  de  longueur  est  égale 
en  chaque  point  du  fil  à la  tension  aivisée  parle  rayon 
de  courbure.  Cette  proposition  s’applique  à diverses 
questions  importantes  dans  la  mécanique  pratique. 

lft.8.  Considérons  maitenantle  cas  où  la  force  p est 
supposée  constante  et  dirigée  toujours  parallèlement  à 
une  même  ligne  verticale,  c’est-à-dire  le  cas  de  laicbaî- 
nette.  Prenons  le  plan  de  la  courbe  pour  plan  des 
x,y,  et  l’axe  des  y parallèle  à la  force  p et  la  pre- 


( ) 


mière  exlrémité  du  fil  pour  origine  des  coordonnées, 
les  trois  équations  du  u'‘  1&6 , se  réduiraient  ici  à 

T =T.cos.a,  (l)T^  =p(s,  — î)+T,sin.a,(2) 


et  l’équation  du  n»  148à  dT=- — pdy  (3).  Pour  obte- 
nir de  la  manière  la  plussimple  l’équation  delà  courbe, 
on  remarquera  que  l’équation  (3)  donne  un  intégrant 
T=  const  — py,  et  comme  l’on  a pour  la  première  extré- 
mité delà  courbe  J' z=0  et  T=T^,  il  vientT=T„— 
en  substituant  cette  expression  dans  l’équation  (1),  on 
trouvera 


d’où  l’on  tire 

</x  = ± 


T—  py  =T,cos.  a.y^  1-+-  (5), 

T,  COS.flnrfr 


y (T,— (T«cos.«„)* , 


le  signe  supérieur  doit  être  pris  dans  la  partie  descen- 
dante de  la  courbe  jusqu’au  point  le  plus  bas , et  le 
signe  inférieur  dans  la  partie  montante,  au  delà  de 
ce  point;  en  intégrant  il  vient 


T ,*  O 

X = const. - ,log.T„— (T„— /tx)'— lT„ros..J,)‘ 


et  en  déterminant  la  constante  par  la  condition  que 
x=0,  quand 


T,  cos.rt,  T —py  T„—py)'  — (T„  cos. a,)' 

P ' T.-l/t7’=(t.cos.  a.)’ 


(6), 


en  repassant  des  logarithmes  aux  nombres,  cette  équa- 
tion se  changera  en 
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T -/ir=  î jT„-|/T.>-(T,cos.a.)*j 


+ ï. 


Tn’cos.'a, 


2t.-KT,*-(T.cos.<z„)-  eT.cos.a, 

fjui  est  l’équation  cherchée  de  la  chaînette. 

149.  Si  l’on  désigne  par  A et/l’ahscisse  et  l’ordonnée 

du  point  le  plus  bas  dans  lequel  on  a ^ =0,  les  équa- 
tions (5)  et  (6),  donneront 


, TnCOS.Û,  , 
h= .log. 


T,  cos. a. 


:./= 


T„ — T.cos.fl, 


“T— 1/T;— (T.cos.a,)-  ' P 

d’ailleurs  on  déduit  des  équations  (1)  et  (2) 
djr  _p{s, — s)4-T,sin.a, 


dx 


Tncos.a, 


dj'  , 


et  en  égalant  cette  expression  de  ^ à celle  qui  se  dé- 
duit de  l’équation  (6),  on  trouve 

î:=i"4- - |Tnsin.<j,::pT„cos.  a,  — py)‘ — (T,cos.a,)’j  W- 

Si  l’on  représente  par  C la  longueur  de  la  courbe  de- 
puis l’origine  jusqu’au  sommet  ou  au  point  le  plus 
bas  , le  radical  étant  nul  pour  la  valeur  de  j*  qui  con- 
vient à ce  point,  on  a 

d’où  S=Cq:  V(T.-»r) -T.cos.a,)-. 

P P 

150.  Pour  simplifier  les  résultats  précédents , trans- 
portons l’origine  des  coordonnées  en  un  point  situé 
sur  la  verticale  qui  passe  par  le  point  le  plus  bas,  et  dis- 
tant de  ce  dernier  d’une  longueur  égale  , et 
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comptons  les  nouvelles  ordonnées  verticales  y de  bas 

en  haut,  posant  à cet  eil'et 

, ^ T,cos.fl.,  ^ 

— hyO\xx=x .ioK-T„ — lyfTT. jt; 

P ^ • KT’— (T„cos.a.J- 

, TitCOS.fln  , rp 

r—  — yf—y,py = ^—py . 


il  viendra,  au  lieu  des  équations  (&)>(6),(7),(8) 

T=p/ 


, T,cos.a,  , py' p‘y" — (T„cos.a,)’ 
X — . log.  


T,  cos.  fin 

^ TnCOS.a,/^  

y-  T.  CO»,  a,  ^ ^ T.  CO»,  a 

I 


0 


S=  -ly  p'y" — (T.cos.a,)’. 

P 

L'équation  de  la  chaînette  est  de  la  même  forme  que 
celle  que  nous  avons  obtenue  par  la  voie  directe. 

On  peut  observer  de  plus  que  le  rayon  de  courbure 
pour  un  point  quelconque  dont  l’ordonnée  est^,  a 
pr‘ 

, et  au  point  le  plus  bas 


imur  expression  ^ 

* ^ J»  cos.  ci 

T.cos.a, 


151.  Nous  considérerons  en6n  le  cas  où  la  force  p 
est  proportionnelle  à la  projection  horizontale  des 
parties  de  la  courbe  ; on  a alors  au  lieu  des  équations 
(1),(2)  et  (3) 

TÎ^  = T,cos.  a. 
as 

T ^ = u[x, — j.-)+T„sin.fl. 
as 


d'I'  — — pdx.  ~ =- 
ds 


pdy 


DiriP 


)y  Goo^K 
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les  deux  premières  donnent 

dy  __  p{x, — x)  + T.sin.  a, 
dx  T.cos.a,  * ’ 


et  en  intégrant 


y= 


l+T,  sin.a,.j: 


-(è). 


T«cos.  a, 

la  courbe  du  fil  est  une  parabole  dont  l’axe  est  verti- 
cal. La  valeur  de  la  tension  en  un  point  quelconque 
de  cette  courbe,  qui  se  déduit  de  la  première  équation 
est 


A=x,+- 


152.  EIn  représentant  par  h et yTabscisse  et  l’ordon- 
née du  point  leplus  bas  de  la  courbe  où  la  tangente  est 
horizontale , et  qui  est  le  sommet  de  la  parabole,  les 
équations  (a)  et  [b)  donneront 

. T. S, a,  P / T«sin.a«\’ 

P ’ üTcus.a.  P J ■ 

Si  l’on  veut  transporter  l’origine  des  coordonnées 
au  point  le  plus  bas,  en  comptant  les  nouvelles  coor- 
données de  bas  en  baut,  on  doit  écrire 
J T,  sin.a, 

ar=T+h,  ou  ^ 

P 

P ( , T,sin.a,\> 

2T,  cos.a,  P ) ^ 

et  il  vient  en  substituant  ces  valeurs , 


y= 


px”  2/ 

= ’ tang.a.=  , 

21  .cos.a,  h 


T.cos.«.=^=T.cos.a„,  T=^Y/l+(i^): 


Fig.  43. 
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équation  semblable  à celles  auxquelles  nous  étions 
parvenus  par  une  autre  voie. 


CHAPITRE  VII. 

PRINCIPE  DES  VITESSES  VIRTUELLES. 

153.  On  a sans  doute  remarqué  quel’un  quelconque 
des  principes  de  la  statique  qui  ont  été  exposés  au 
commencement  de  cet  ouvrage , peuvent  être  pris  pour 
point  de  départ,  et  servir  à démontrer  les  autres.  En 
ellet , les  principes  dont  il  s’agit  sont  compris  dans 
une  proposition  unique  beaucoup  plus  générale  , par 
laquelle  les  conditions  auxquelles  doit  satisfaire  tout 
système  de  forces,  pour  que  ces  forces  se  fassent  mu- 
tuellement équilibre , sont  dans  tous  les  cas  complète- 
ment exprimées. 

On  indiquera  en  premier  lieu,  d’une  manière  plus 
précise  , ce  que  l’on  entend  en  général  par  un  système 
de  forces  invariables.  On  peut  concevoir  l’existence 
d’un  tel  système  en  admettant  que  les  divers  points 
auxquels  les  forces  sont  appliquées  soient  réunies  les 
uns  aux  autres  par  des  verges  rigides , qui  s’opposent 
à ce  que  les  distances  actuelles  de  ces  points  ne  vien- 
nent à varier.  11  n’est  pas  nécessaire,  d’ailleurs,  pour 
assurer  l’invariabilité  de  la  bgure  du  système,  de  sup- 
poser que  tous  les  points  matériels  sont  ainsi  réunis 
deux  à deux;  il  suffirait  d’admettre,  par  exemple, 
que  trois  quelconques  de  ces  points  étant  maintenus, 
les  uns  par  rapport  aux  autres , dans  des  situations 
déterminées,  le  triangle  invariable  qu’ils  forment 
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serait  la  base  commune  de  pyramides  dont  tons  les 
autres  formeraient  les  sommets.  Si  les  arêtes  de  ces 
pyramides 'sont  parfaitement  rigides  , il  est  visible  que 
la  figure  formée  par  l’ensemble  des  points  matériels  ne 
pourra  subir  aucun  changement. 

Ainsi,  l’on  se  représente  un  système  dont  la  figure 
est  invariable,  comme  un  assemblage  de  points  maté- 
riels assujetties  les  uns  aux  autres  par  des  tiges  rigi- 
des , en  assez  grand  nombre  pour  que  les  distances  et 
les  positions  respectives  de  tous  ces  points  ne  puis- 
sent changer,  et  il  suffira  toujours,  pour  satisfaire  à 
cette  condition,  que  les  distances  d’uu  point  quel- 
conque à trois  autres  points  du  système  au  moins 
soient  rendues  invariables. 

Nous  avons  considéré  l’équilibre  d’un  polj'gone  fu- 
niculaire, c’est-à-dire  d'un  assemblage  de  points  ma- 
tériels assujettis  deux  à deux  par  des  fils  inextensibles 
qui  rendaient  invariables  les  distances  de  deux  points 
contigus. L’ensembledes  points  matériels  pouvait  d’ail- 
leurs affecter  une  figure  quelconque  compatible  avec 
la  condition  qui  vient  d’être  énoncée  : dans  le  cas 
particulier  de  la  courbe  funiculaire,  la  condition  con- 
sistait seulement  en  ce  que  la  somme  des  distances  de 
deux  ou  plusieurs  points  contigus  devait  conserver 
toujours  uue  valeur  déterminée' et  constante. 

On  voit  par  ces  exemples  que  l’on  peut  considérer 
en  général  des  systèmes  de  deux  espèces  : dans  les  uns 
les  positions  relatives  des  points  d’application  des  for- 
cesne  peuvent  changer,  dans  les  autres  le  niodedeliai- 
son  des  points  matériels  dont  le  système  se  compose  est 
tel  qu’il  permet  à ces  points  de  prendre  les  uns  par  rap- 
jiort  aux  autres,  certains  mouvements  assujettis  à des 
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condi  lions  déterminées,  parl'cnet  desquels  l’ensemble  (li- 
ces points  peut  présenter  diverses  figures.  Un  système 
est  défini  quand  on  donne  le  nombre  de  points  maté- 
riels dont  il  se  compose , et  la  nature  des  mouvements 
que  CCS  points  peuvent  prendre  les  uns  par  rapport 
aux  autres,  ou  par  rapport  à d’autres  points  fixes  dans 
l’espace. 

Les  machines  employées  dans  les  travaux  des  arts 
présentent  autant  de  systèmes,  tels  que  ceux  dont  il 
s’agit,  mais  nous  admettrons  ici  que  les  points  maté- 
riels dont  l’assemblage  forme  le  système,  sont  réunis 
les  uns  aux  autres  par  des  verges  parfaitement  rigides, 
ou  par  des  fils  inextensibles  et  parfaitement  flexibles, 
supposés  sans  masse.  Nous  convenons  que  les  fils  ou 
les  verges  dont  il  s’agit  rendent  invariables  les  distan- 
ces d’une  partie  des  points  du  système  considérés  deux 
à deux , en  permettant  néanmoins  à l’ensemble  de  ces 
points  de  prendre  certains  mouvements  relatifs  , et 
d’afïecter  diverses  figures  différentes  les  unes  des 
autres. 

Cela  posé,  nous  énoncerons  en  premier  lieu  le  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles , nous  vérifierons  ensuite 
l’existence  de  ce  principe  dans  l’équilibre  des  machi- 
nes simples , puis  nous  en  donnerons  la  démonstra- 
tion générale,  et  enfin  nous  en  exposerons  les  prin- 
cipales applications. 

15i.  Concevons  un  système  quelconque  et  représen- 
tons-nous la  série  infinie  de  figures  que  ce  système 
peut  affecter  successivement  sans  violer  les  conditions 
de  la  liaison  des  points  matériels.  Ce  système  étant 
considéré  dans  une  position  déterminée,  admettons 
que  l’on  ait  appliqué  des  forces  aux  divers  points,  et 
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que  l’on  demande  les  conditions  nécessaires  j>our  que 
ces  forces  se  fassent  naturellement  équilibre  , on  ré- 
pondra à cette  question  de  la  manière  suivante  : 

Supposons  que  l’on  fasse  subir  au  système  un  léger 
changement  de  figure  quelconque,  compatible  avec  le 
mode  de  liaison  qui  constitue  ce  système , et  par  l’ellet 
duquel  les  points  d’applications  des  forces  aient  décrit 
des  espaces  infiniment  petits.  Supposons,  de  plus,  que 
les  espaces  décrits  de  cette  manière  par  chaque  point 
d’application  aient  été  projetés  sur  les  directions  des 
forces  appliquées  à ce  point , et  désignons  par  Sp  l’es- 
pace infiniment  petit,  décrit  par  le  point  d’application 
de  la  force  P entraîné  dans  le  sens  de  la  direction  de 
cette  force.  Le  produit  VSp  de  la  force  P par  l’espace 
Sp  décrit  par  le  point  d’application  de  cette  force  dans 
le  sens  de  sa  direction , est  ce  que  l’on  nomme  mo- 
ment virtuel  de  la  force  P : cette  quantité  est  regardée 
comme  positive  lorsque  l’espace  Sp  est  décrit  dans 
le  sens  de  l’action  de  la  force,  et  comme  négative  dans 
le  cas  contraire.  Or^  les  forces  appliquées  au  système 
seront  telles  qu’il  y aura  équilibre  si,  prenant  la  somme 
des  moments  virtuels  de  toutes  ces  forces  , on  trouve 
pour  cette  somme  une  valeur  nulle,  en  .sorte  que  la 
seule  équation 

exprime  dans  tous  les  cas  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  l’équibre  du  .système. 

155.  Il  est  aisé  de  reconnaître  l’exaclitudc  de  cette  Fig  .-jj. 
proposition  dans  le  cas  des  machines  simples;  pour  le 
levier,  la  nature  du  système  consiste  en  ce  que  les 
deux  points  d’application  m,m  des  deux  forces,  for- 
ment avec  le  point  fixe  .\  un  triangle  dont  la  figure  est 
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invariable,  et  qui  peut  tourner  librement  autour  de 
ce  point , sans  sortir  du  même  plan  qui  contient  aussi 
les  directions  des  forces  P, P'.  On  peut  toujours  sup 
poser  les  côtés  An», Am' perpendiculaires  sur  ces  direc- 
tions. Soit  un  angle  infiniment  petit  décrit  par  le 
triangle  autour  du  point  A dans  le  sens  de  l’action  de 
la  force  u,  on  aura  ici 

= \mSu  — An»' Jm  , 

l’équation  précédente  devient  donc 

^ P.A/n^w — P’An»’Jw=:0, 

ou 

P.Am  = P'x  An»'. 

La  même  remarque  s’applique  évidemment  au  treuil 
Fig.45.  ou  au  cabestan. 

Considérons  deux  poids  P, P',  attachés  aux  extré- 
mités d’un  fil , passant  sur  la  poulie  fixe  A,  et  dont  le 
dernier  est  en  partie  supporté  par  le  plan  incliné  AC; 
la  naturedu  système  consiste  ici  en  ce  quele poids  P ne 
peut  se  mouvoir  que  verticalement , le  poids  P'  ne 
peut  se  mouvoir  que  parallèlement  à AC,  et  la  lon- 
gueur du  fil  doit  être  invariable.  Or,  si  l’on  imprime 
au  système  des  deux  poids  un  mouvement  par  lequel 
P doit  descendre  verticalement  de  Sp,  P'  s’élèvera  ver- 
ticalement de  Sp.  : la  condition  de  l’équilibre  est 
donc 

P.5p—1?'3p.  ^=0, 

A Ij 

OU 

P _ ^ 

F~Âc’ 
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on  voit  d’après  ce  résultat  que  le  centre  de  ^avitédu 
système  reste  toujours  à la  même  hauteur. 

Soit  une  vis  verticale  au  moyen  de  laquelle  un  poids 
Q suspendu  à l’écrou  mobile  est  maintenu  en  équi- 
libre par  une  force  horizontale  P,  appliquée  tangen- 
tiellement  à la  circonférence  du  cercle  lié  h cet  écrou. 
Désignons  par  h le  pas  de  la  vis,  et  par  r le  rayon  du 
cercle.  Si  la  vis  tourne  de  la  quantité  angulaire  o.j,  le 
point  d’application  de  P décrira  dans  le  sens  de  cette 
force  l'espace  rjw,  et  le  point  Q s’élèvera  de  la  quan- 


tité 


, K désignant  le 


rapport  de  la  circonférence 


au  diamètre  , le  principe  des . vitesses  virtuelles  donne 
donc  pour  la  loi  de  l’équilibre 


P./'  — Q. 


0, 


ou 

P _ A 
Q ~ ■ 

156.  Quelque  soit  le  système  que  l’on  considère,  on 
reconnaîtra  facilement,  comme  on  l’a  fait  ci-tlessus  , 
que  les  conditions  de  l’équilibre  déduites  des  princi- 
pes ordinaires , ne  diffèrent  point  de  celles  qui  résul- 
tent de  l’application  du  principe  des  vitesses  virtuel- 
les. Mais  indépendamment  de  ces  vérifications  par- 
ticulières, on  peut  démontrer  en  général,  sans  spécifier 
aucunement  la  nature  du  système,  qu’en  égalant  il  zéro 
la  somme  des  moments  virtuels  des  forces,  on  exprime 
complètement  dans  tons  les  cas  les  conditions  d’équi- 
libre. 

Considérons  un  système  quelconque  et  les  forces 
gui  lui  sont  appliquées.  Chaque  force  peut  tonjoni  s 

10 
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^tre  remplncée  en  nttacliant  à son  point  d'application 
un  fil  parfaitement  flexible,  placé  suivant  la  direction 
de  la  force , passant  sur  une  ou  plusieurs  poulies  de 
renvoi,  et  à l’extrémité  duquel  on  attacherait  un  poids 
4G.  égal  à l'effort  que  la  force  exerce  : cela  posé,  conce- 
vons un  levier  qui  peut  tourner  dans  un  plan  vertical 
autour  d’un  axe  horizontal  fixe  A,  et  imaginons  que 
le  poids  Fqui  représente  la  force  quelconque  P ap- 
pliquée au  système , ait  été  amené  dans  le  plan  du  le- 
vier ; la’distanoe  AM  étant  tellement  déterminée  que 
le  point  M du  levier  décrirait  autour  du  point  fixe  A, 
dans  un  certain  déplacement  infiniment  petit  du  sys- 
tème , le  même  espace  Sp  que  décrit  le  point  d’ap- 
plicalion  de  la  force  P dans  le  sens  de  l’action  de  cette 
force.  La  même  chose  ayant  été  faite  pour  toutes  les 
forces,  on  verra 'aisément  que  sans  altérer  les  condi- 
tions de  l’équilibre  du  système  , on  peut  suppposer  ou 
non  que  le  levier  est  invariablement  lié  aux  cordons 
qui  soutiennent  les  poids  P,  et  que  ces  poids  ne  peu- 
vent se  faire  équilibre  sur  le  système  seul  sans  se  faire 
également  équilibre  sur  le  levier  seul.  Mais  l’équilibre 
du  levier  exige  que  la  somme  des  produits  P.  AM  soit 
nulle  , et  l’on  peut  substituer  aux  rayons  AM,  les  arcs 
infiniment  petits  décrits  simultanément  par  les  points 
M qui  sont  proportionnels  à ces  rayons  ; donc  on 
doit  avoir  si  l’équilibre  estexact 

lPôp=0 

pour  un  déplacement  quelconque  infiniment  petit  des 
parties» du  système,  et  cette  condition  assure  effecti- 
vement dans  un  système  quelconque  aussi  bien  que 
flans  un  levier,  rcxistcnec  de  l’équilibre. 
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157.  Nous  citerons  encore  l.t  démonstration  sui-  Fig. 
vante , qui  a été  donnée  par  Lagrange.  Soient 
etc.,  les  points  du  système  auxquels  les 
forces  P, P, P",  etc.  sont  appliquées , on  peut  toujours, 
au  moyen  de  plusieurs  moufles  mobiles  A A' A",  etc.,  et 
fixes  BB'B'',  etc.,  placés  dans  les  directions  de  ces  for- 
ces , et  embrassés  par  un  seul  fil , remplacer  toutes 
leurs  actions  par  celle  d’un  poids  unique  R attaché  à 
l’extrémité  de  ce  fil  : et  si  l’on  suppose  le  poids  R égal  à 
l’unité,  les  quantités  PP’P",  etc.  seront  respectivement 
égales  aux  nombres  de  cordons  parallèles  par  lesquels 
les  moufles  mobiles  attachés  aux  points  m.m'm’’,  etc., 
sont  respectivement  sollicités.  Cela  posé  , supposons 
le  système  en  équilibre , et  par  conséquent  le  poids 
R immobile,  imaginons  ensuite  que  l’on  fasse  subir  au 
système  un  déplacement  très-petit,  et  soient 

''p,ôp',3p”. 

les  espaces  parcourus  par  l’efietde  ce  déplacement,  par 
les  points  m,m',M",etc.,  suivantlesdirections  des  forces 
qui  les  sollicitent,  l’espace  parcouru  par  le  poids  R 
sera  évidemment 

P3p+P'àp+P"Sp"+  etc., 

or,  on  peut  affirmer  que  si  le  système  est  en  équilibre 
dans  sa  position  actuelle  , cette  quantité  sera  nulle  ; 
en  effet,  elle  ne  peut  pas  être  positive,  car  si  le  poids 
R devait  descendre  par  suite  du  déplacement  supposé, 
comme  sa  tendance  à descendre  subsiste  toujours,  il 
ne  se  tiendrait  pas  immobile  comme  on  le  suppose.  La 
quantité  dont  il  s'agit  ne  peut  pas  non  plus  être  né- 
gative, car  lorsqu’un  déplacement  est  possible  dans 
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UQ  système,  un  déplacement  pareil,  mais  en  sens  con- 
traire, l’est  egalement,  et  si  la  quantité 

V'p-\-VSp+V'Hp"+  etc. 

était  négative  pour  l’une,  elle  serait  positive  pour 
l’autre  ; donc  quand  l’équilibre  subsiste,  cette  quan- 
tité est  nécessairement  nulle  ; de  plus,  si  elle  est  nulle 
et  par  conséquent,  si  le  poids  R demeure  immobile, 
quelque  soit  le  déplacement  très-petit  que  l’on  fasse  su- 
bir au  système,  il  y aura  nécessairement  équilibre, 
puisque  lespoinis  etc.  n’auraient  pas  plus  de 

tendance  à se  mouvoir  dans  un  sens  que  dans  un 
autre. 

158.  Démonstration  générale  du  principe  des  i>i- 
tesses  virtuelles. 

Les  notions  qui  viennent  d’être  exposées  ne  peuvent 
laisser  aucun  doute  sur  la  généralité  du  principe 
dont  il  s’agit,  principe  dont  on  déduira  toujours,  dans 
chaque  cas  particulier  , les  conditions  de  l’équilibre  : 
mais  cette  propoilion  est  si  importante  qu’il  convient 
tlcla  considérer  sous  un  autre  point  de  vue,  pour  en  faire 
connaître  la  nature  et  concevoir  le  véritable  sens. 

Soit  un  système  quelconque  déüui  conformément 
à ce  qui  a été  dit  précédemment,  sollicité  par  un  certain 
nombre  de  forces  et  assujetti  à certaines  liaisons , re- 
présentées par  des  équations  , fonctions  des  coordon-, 
nées  des  points  d’application,  et  qui  expriment  la  na- 
ture des  liaisons  établies  entre  les  points  qui  consti- 
tuent le  système. 

Considérons  d’abord  le  cas  où  le  système  est  assujetti 
à une  liaison  unique.  Soient  A.  A'. A",  etc.,  les  points 
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tîu  système  xyz,  xy'z’,  etc.,  les  coordonnées  de  ces 
points,  et 

f(x-yz,x'yz',  etc.  3 =L  = 0 

la  liaison  ; nous  supposerons  que  toutes  les  forces  ap- 
pliquées à un  même  point  ont  été  réduites  en  une  seule 
égale  à leur  résultante , et  que  ces  forces  P, P', P",  etc. 
ont  pour  projections , sur  les  axes  des  coordonnées 
X,Y,Z,  X',Y',Z',  etc.;  le  système  étant  supposé  main- 
tenu en  équilibre  par  les  forces  P, P', P",  etc.,  sous  l’in- 
fluence de  la  liaison  L=0,  l’intensité  de  l’une  de  ces 
forces  sera  arbitraire  ou  indéterminée  : en  elfet,  fixons 
tous  les  points  à l’exception  d’un  seul,  le  point  A par 
exemple  , une  force  quelconque  appliquée  à ce  point 
le  maintiendra  en  équilibre,  pourvu  qu’elle  soit  nor- 
male à la  surface  que  ce  point  tend  à décrire  en  vertu 
de  la  liaison  L=0  : maintenant  rendons  au  j)oint  A' 
sa  mobilité,  on  pourra  le  maintenir  en  équilibre  en  y 
appliquantunc  force  d’une  certaine  intensité,  dans  une 
direction  opj)osée  à celle  dans  laquelle  le  point  tend  à 
se  mouvoir  et  de  même  pour  cbacun  des  autres  points  ; 
en  sorte  que  l’équilibre  sera  établi  par  le  système  des 
forces  P, P', P",  etc.,  dont  l’une  est  complètement  arbi- 
traire quant  à l’intensité,  et  dont  les  autres  sont  dépen- 
dantes et  déterminées  d’intensité  comme  de  direction , 
car  chacune  d’elles  doit  être  normale  à la  surface  que 
son  point  d'application  tendrait  àdécrire,  si  tous  les  au- 
tres étaient  fixes.  Si  l’une  des  forces  vient  h augmen- 
ter dans  un  > certain  rapport , toutes  les  autres  aug- 
menteront dans  le  même  rapport , car  si  nous  con- 
cevons un  nombre  quelconque  de  .systèmes  égaux  au 
])remier,  et  par  conséquent  capables  de  mainicnir  les 
points  en  équilibre  à l’aide  <lc  la  liaison  L=0  , en  les 
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réunissant  tous  ensemble,  il  y aura  encore  équilibre, 
pourvu  toutefois  que  la  liaison  soit  capable  d’une  ré- 
sistance indétînic  : dans  le  cas  contraire,  elle  serait 
rompue  et  tous  les  points  deviendraient  libres. 

Nous  avons  vu  que  chaque  force  doit  être  normale 
à la  surface  représentée  par  L=0,  en  ’y  considérant 
toutes  les  coordonnées  comme  constantes,  à l’exception 
de  celles  du  point  que  l’on  considère  ; or,  les  cosinus 
des  angles  des  forces  avec  les  axes  des  coordonnées 

, - „ X Y Z , . 

sont  pour  la  force  P,  p’p’p  > pour  la  force 

^ X'  Y'  Z'  , , , 

P',p7 , p7  > jP  . ainsi  de  suite,  ceux  des  normales  corres- 
pondantes, sont 

,i\.  ,l\. 


dj:  dy 


ainsi  de  suite;  les  forces  devant  agir  suivant  les  nor- 
males , il  faut  pour  l’équilibre  que  l’on  ait  ( en  faisant 
pour  abréger) 


ainsi  de  suite 

P ~ P 
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ouX=. 


rfL 
dx  ' 


<le  même, 


Y • y 1 V/  ■> 

Y = * -r—  , A = A -y  , \ = A -j—  , etr., 

tf)  rft  dx 


ou  bieo  encore  (a) 

X Y Z , X'  Y'  Z' 

dl.~dL~dL~''  dl 

dx  dy  dz  dx  dy  dz’ 


il  ne  reste  plus  qu’à  déterminer  etc.,  car  on  en  dé- 
duira les  valeurs  de  X,Y,Z , et  par  suite  celles  des  for- 
ces P, P, P",  etc. 

Pour  cela,  fixons  tous  les  points  àl’exceptionde  A et 
A',  l’équilibre  n’en  subsistera  pas  moins  , et  la  liaison 
L=0  se  réduira  à f{xjz,x'yz')—Q  : si,  en  outre, 
nous  rendons  invariable  la  droite  AA',  et  si  enfin 
nous  fixons  le  point  milieu , nous  n’aurons  point 
troublé  l’équilibre , d’ailleurs  ces  changements  n’ont 
pas  rendu  les  deux  points  A, A'  entièrement  fixes , car 
les  coordonnées  xyzyyz'  ne  seront  assujetties  qu’à 
cinq  conditions,  savoir  ; 


:0,  AA  = const., =a, =b 

' 2 2 2 


a,b,c  étant  les  coordonnées  du  milieu  de  la  droite  AA' 
ces  trois  dernières  reviennent  à 

x'=2a  — x,y'=2b — y,  a'=2c — z : 

les  deux  points  A>A'  ne  pourront  plus  décrire  qu’une 
courbe  tracée  sur  la  surface  de  la  sphère  dont  le  dia 
mètre  est  AA',  et  de  plus  ces  deux  points  occuperont 
toujours  les  extrémités  d’un  même  diamètre , et  par 
conséquent  les  droites  qui  joindront  deux  positions 
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successives  de  chacun  de  ces  points  seront  parallèles  : 
ainsi,  si  on  considère  deux  positions  infiniment  rap- 
prochées , les  tangentes  qui  sont  les  limites  des  cordes 
seront  aussi  parallèles.  11  faut,  avons-nous  dit,  que 
les  forces  P, P'  maintiennent  les  deux  points  A, A'  en 
équilibre:  or,  leurs  composantes  suivant  la  normale 
sont  détruites  par  la  résistance  de  la  sphère  ou  de  son 
centre  fixe,  et  les  composantes  suivant  les  tangentes 
ont  seules  quelque  action  : nous  aurons  donc  deux 
forces  parallèles  appliquées  à des  bras  de  levier  égaux, 
ainsi  il  faudra  pour  l’équilibre  qu’elles  soient  égales 
et  dirigées  dans  le  même  sens,  car  .alors  leur  résul- 
tante passera  par  le  point  fixe 

Pour  avoir  les  composantes  dont  il  s'agit,  projetons 
chacune  des  deux  forces  sur  la  tangente  correspondante, 
ou,  ce  qui  est  la  même  cliose,  sur  l’une  des  tangentes  ; 
or,  les  angles  de  la  tangente  ont  poim  cosinus 

(l.r 

it.c'  )-  <iy+  tfz' 

ainsi  de  suite  , ou 

iJj:  il  y II  : 
lis  ’ its  ils  ’ 


X Y Z 

ceux  de  1a  force  P sont  y, -pi  pi  ainsi  le  cosinus  de 
l'angle  formé  par  la  force  P avec  la  tangente  est 
\ilx  + Y il)- A-  Z f/z 
IWv" 


/</!.  , , ,l\.  , ,IL  , \ 


P, A 
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et  pour  la  force  P' 


ou 


rdL 

-, 

A 


X dx+Y'dy  J-  Z'i/s , 
Vds 

, rfL  , dL,\ 


V'ds 


on  obtiendra  les  deux  composantes  ou  les  deux  projec- 
tions, en  multipliant  chaque  cosinus  par  la  force  cor- 
respondante , ainsi  en  faisant  disparaître  le  dénomina- 
teur ds,  on  aura  réyalité 


d’ailleurs , les  coordonnées  xjz,x'y'i' , sont  liées  par  les 
cinq  équations  ci-dessus. 

En  diliérentiant  [.=0,  on  trouve, 


dh  , dL  , dL  , dL,  . dL  , , dL 

JJc  + Ty  + Z?  ^ Z' 

les  équations 

jc’='2a—x,  y=  2b— y ^ z'—  2c  — z, 

donnent 


dx'— — dx , dy'=  — dy,  dz  = — dz. 


cl  par  suite. 


dL 

dx 


, dL  , dL 
d.v+  — dy+  -- 
dy  dz 


dz 


dx 


dx-\ — y—,  dj  y 
dy 


donc  pour  que  les  deux  composantes  soient  égales  ou 
qu’il  y ait  équilibre,  il  faut  <ju’on  ait  X = ).'  ; on  trouve- 
rait de  même  et  ainsi  de  suite,  il  faut  donc 

que  ).  = *'=■*",  et  les  équations  d’équilibre  (a),  de- 
viennent (Z>), 


l 
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X 

Y 

Z 

( 

X' 

.54  ) 
Y' 

Z 

X'- 

Y 

7ï.~ 

dL~ 

dL 

dL~"‘ 

dL  ~ 

dx 

dy 

dz 

dx 

di 

dx”—' 

(1  étant  indéterminé),  ce  qui  donne  3n — 1 équations 
d’équilibre , n étant  le  nombre  de  points  : or,  il  y a 3n 
variables  liées  par  la  relation  L = 0,  il  n’en  reste  plus 
que  3n — 1 : ainsi  le  nombre  de  variables  indépen- 
dantes est  égal  à celui  des  équations  d’équilibre. 

La  liaison  L = 0 peut  être  rompue  et  remplacée  par 
des  forces  ayant  pour  projection 


_.Æ  _ dL  çÆ 

dx ' dy  ’ dz'  dx 


de  : 


ces  forces  maintiennent  le  système  en  équilibre  comme 
la  liaison  ou  elles  lui  sont  équivalentes  : elles  re- 
présentent la  résistance  opposée  en  chaque  point  par 
la  liaison,  d’où  l’on  conclut  que  les  conditions  précé- 
dentes sont  nécessaires  et  suffisantes  pour  l’équilibre. 

Supposons  maintenant  que  le  système  est  assujetti 
à plusieurs  liaisons 


L = 0,  M = 0,  N = 0,  etc. , 


d’après  ce  qui  précède,  on  peut  remplacer  chaque  liai- 
son par  le  système  des  résistances  qu’elle  oppose  en 
chaque  point.  Soient  Q.Q  .Q",  etc.,  les  résistances  . 
pour  la  liaison  L=0,  R, R', R',  etc.,  celles  pour  la  liaison 
M=0,  et  ainsi  de  suite,  et  enfin,  P, P', P",  etc.,  les  forces 
appliquées  aux  différents  points  du  système.  Quand 
toutes  les  liaisons  seront  ainsi  détruites,  chaque  point 
devra  être  en  équilibre  isolément  : or,  d’après  ce  que 
nous  avons  vu  les  projticlions  de  Q sont 

^dL  dL  _ 

dx  ’ dy'  dz' 
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JL 


celle  lie  Q',  — > -7-) , elc.,  de  même  celles  de  R,  seront 
clx 


JM 
■"  Jz 


et  ainsi  de  suite,  pour  toutes  les  résultantes,  on 
donc 

^ JL  rfN 

WX  = ).  — +a——  +v  J-  + etc 
rtjr  Jx  dx 

JL  </M  rfN 

1 = ;.  -7-  4- — 1-  7 — I-  etc 
Jy  dr  dz 

JL  JM  d^ 

Z = A — 4--JI— ; h 7 J- + etc. 

dz  dz  dz 

, JM  d'S 

X =s  À “7 — ; +î*  . 4“  7 

r/x  aa;  ax 

etc. 


Si  l'on  élimine  les  indéterminées  ).,u,u,  on  aura  les 
équations  d’équilibre  : or,  n étantle  nombre  des  points, 
m celui  des  liaisons  , il  y aura  3m  équations  entre 
>,ix,u,  ainsi  il  restera  3« — m équations  d’équilibre: 
d’ailleurs,  on  aura,  outre  les  3/t  variables  m relations, 
par  conséquent,  il  n’y  aura  que  3n — m variables  in- 
dépendantes, c’est-à-dire  autant  que  d’équation  d’équi- 
libre; ces  3n — m équations  sont  suffisantes,  card’après 
ces  équations  les  forces  P, P', P",  etc.,  pourront  être  dé- 
composées en  plusieurs  autres  , ayant  pour  projection 


JL  JL 

A , ^ — — , CtC.^ 

Jx  Jy 


qui  feront  équilibre  aux  résistances.du  système. 

La  manière  la  plus  simple  d’éliminer  consiste 
à multiplier  chaque  équation  par  des  coefficients  tels 
qu’en  faisant  la  somme,  les  coefficients  de  soient 
nuis  ; nous  allons  opérer  cette  détermination. 
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Si  un  point  se  meut  sur  une  courbe  et  parcourt 
dans  un  instant  At  un  arc  le  rapport 

.'j  d.i 

±:—  =d=  — =»,i, 

St  Jt 

représente  lu  vitesse  moyenne,  et  on  a 

dx'-^-dy+dz‘  . 
dt  ’ 

ici  nous  prendrons  le  radical  avec  le  signe  -f-?  pareeque 
la  vitesse  est  une  quantité  absolue  : cette  vitesse  est 
dirigée  suivant  la  tangente  , ainsi  on  a pour  sa  pro- 
jection sur  les  axes 

dx  , dy 

wCOS.a='.> , 0)rOS.5=:  

dx'+dy'-\-dz'  dx'-\-dy'->r<i'C 

M dx 

o»co>.y~  — 

dx'+dy'-\-dz’ 

OU  bien 

dx  , dr  dz 

dt'  ‘ dt'  ‘ dt 

Cela  bien  entendu,  supposons  maintenant  que  le 
système  vienne  à prendre  un  mouvement  virtuel , c’est- 
à-dire  compatible  avec  les  liaisons,  les  vitesses  virtuelles 
correspondantes  auront  néanmoins  certaines  liaisons 
entre  elles.  Ainsi,  L=0  étant  l’une  des  liaisons  , il  fau- 
dra que,  dans  toute  la  durée  du  mouvement,  cette 
relation  soit  satisfaite  : les  coordonnées  variant  avec  le 
temps  t,  nous  pouvons  prendre  t pour  variable  indépen- 
dante , et  alors  ’a  diflérentialicn’dc  I.=:0  donne  (rf) 

d\i  dx  d\.  dy  d\i  <!z  dL  dx'  ‘ 

dx  dt  dy  dt  dz  dt  ilx'  dt 
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ou  bien 

itL  dL  , dL  d\. 

mios.ïH — r- ' cos.';+  — MCOS.7  + -; — ;wcos.  » + etc.  = 0 
dx  dy  ' dz  dx 

pour  une  secoude  liaison  M=0,  on  aurait,  de  même 

m ^/AI  ^ ,.'A1  ,/,AI 

— — wcos  <wcos.ïH — '.;cos.7  ( - — vcos.  z + elc.=0, 

dx  dy  dz  dx 

et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  liaisons. 

En  considérant  les  équations  précédentes , on  voit 

immédiatement  qu’en  multipliant  les  équations  (c) , 

djc  , , 

la  première  par-^,  c’est-à-dire  parla  projection  de  la 
vitesse  virtuelle  du  point  A sur  l’axe  des.r,  la  deuxième 
par  ainsi  de  suite  , et  ajoutant  tous  ces  produits, 
les  coefficients  de  )i,pi,v  sont  nuis , de  sorte  qu’on  a 


telle  est  l’équation  cberchée  qui  établit  le  principe  des 
vitesses  virtuelles. 

On  peut  mettre  cette  équation  sous  une  autre  forme  ; 

les  cosinus  des  angles , des  vitesses  virtuelles*,»',»" 

avec  les  axes  , sont 

dx  dy  dz  dx' 

(4  0>  0) 

; ceux  des  forces  P, P', P",  etc.,  sont 

X Y Z X' 

P' P’ P’ F’ 
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ainsi  le  cosinus  de  l’angle  de  la  force  P,  avec  la  vi- 
tesse f..,  est 

xÿ+yÿ+zÿ 

lit  dt  dt 


cüS.(P.w)  = 

X"<*> 

d’où  l’on  déduit 

on  trouverait  des  égalités  analogues  pour  les  autres 
forces;  en  vertu  de  ces  relations,  l’équation  précé- 
dente devient  : 

Pwcos.{P,w)  + P’"’cos.(P','/)  +P''f"cos.(P',«")+  etc.  =0, 

chaque  terme  est  le  produit  de  la  force  par  la  projec- 
tion de  la  uitesse  virtuelle  sur  sa  direction , ou  le  pro- 
duit de  la  vitesse  virtuelle  par  la  projection  de  la  force 
sur  cette  vitesse.  Ces  produits  s’appellent  moments 
virtuels  i àonc , dans  Y équilibre  d’un  système  soumis 
à des  liaisons  quelconques  , la  somme  des  moments 
virtuels  est  égale  à zéro. 

Réciproquement , lorsque  cette  condition  est  satis- 
faite, l’équilibre  existe.  Comme  l’équation  dont  il 
s’agit  n’est  autre  chose  que  , 

»,  dx  „dy 

SOUS  une  autre  forme,  prenons  cette  dernière  qui  doit 
être  satisfaite  quelles  que  soient  les  3/t  projections 
des  vitesses,  pourvu  qu’elles  satisfassent  aux  m équa- 
tions 

dL  dx  dL  dy 
dx  dl^  dy  dt"  '^  ^ 


rfM  dx 
d X dt 
etc.,  etc. 


rO, 
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multiplions  ces  équations  respectivement  par 
— A, — U, — V , et  ajoutons  les  équations  résultantes 
avec  l’équation  écrite  plus  haut , et  il  viendra 


( 


Y_- 


■\dx 


dL  dM  \dy 
+ ^Z — etc.  =0. 


Cette  équation  doit  être  satisfaite  quelles  que  soient 
les  vitesses  virtuelles,  pourvu  que  les  équations  dif- 
férentielles de 

a=0,  M = 0,  N = 0,  etc., 


le  soient  auss.*  Or,  ces  dernières  déterminent  m pro- 
jections de  vitesse  : supposons  ces  m projections  cal- 
culées et  substituées  dans  l'équation  précédente  : 
quelles  que  soient  ces  valeurs  , les  m premiers  termes 
renfermant  m indéterminées , nous  pourrons  les  déter- 
miner de  manière  à rendre  nuis  les  coefficients  des  m 
premiers  termes , et  alors  il  ne  restera  que  3n — m, 
termes  qui  devront  être  nuis  séparément,  puisque 
l’équation  précédente  doit  avoir  lieu  quelles  que  soient 
les  3n — m , projections  des  vitesses  qui  y entrent  : 
donc,  en  définitive,  tous  les  coefficients  des  projections 
des  vitesses  doivent  être  nuis , par  conséquent  les  con- 
ditions d’équilibre  exprimées  par  les  équations  (é), 
sont  satisfaites. 

Si  on  imprime  un  mouvement  virtuel  à un  système, 
les  vitesses  seront  virtuelles , et  m de  leurs  projections 
satisferont  aux  équations  différentielles  de 

L=0,  M=r0,  N = 0,  etc  , 

toutes  les  autres  projections  de  vitesses  sont  arbi- 
traires, et  pour  avoir  les  constan.es  indéterminées 


( '6o  ) 

de  l’équation  ci-dessus  , on  fera  varier  le  mouvement 
virtuel  de  manière  que  3/t— n»  projections  des  vitesses 
soient  déterminées.  Si  on  donnait  plus  de  3n — m mou- 
vements , les  conditions  trouvées  rentreraient  les  unes 
dans  les  autres  , puisque  3« — ni  est  le  nombre  des 
équations  d’équilibre. 

159.  Nous  allons  montrer  maintenant  par  divers 
exemples  l’usage  que  l’on  peut  faire  du  principe  des 
vitesses  virtuelles  pour  la  rechercbe  des  conditions 
d’équilibre  d’un  système  de  forces. 

Nous  ferons  d’abord  l’application  du  principe  des 
vitesses  virtuelles  à la  recherche  des  conditions  de 
l’équilibre  de  plusieurs  forces  appliquées  à un  seul 
point  matériel.  Dans  ce  cas , l’équation  générale  (e) 
devient 


X'ÿ+Y^+zÿ=o 

dt  dl  dt 


si  le  point  est  entièrement  libre,  cette  équation  devant 
être  satisfaite  quels  que  soient 
dx  dy  dz 

'di'dl'Tl' 
il  faudrait  que  l’on  eût 

X = 0,  Y = 0,Z=0, 

ce  sont  les  équations  d’équilibre.  Si  le  point  est  as- 
sujetti a rester  sur  une  surface  u=0 , deux  des  pro- 
jections de  la  vitesse  seront  arbitraires,  le  point  pourra 
se  mouvoir  sur  une  courbe  parallèle  au  plan  des  ly, 

etpour  laquelle  on  a z=const.,  ainsi  ~~  seront 

dt  dt 

assujettis  à la  relation 

du  dx  dudy  dz 

dx  dl  dy  dt  <lt  ^ ’ 
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ces  équations  combinées  avec  la  première  donnent 

du  du  ’ 
dx  dy 

on  trouverait  de  même 


du  du' 
dx  dz 


donc  les  conditions  d’équilibre  sont 

^ 

du  du  du' 

dx  dy  dz 

Si  le  point  est  assujetti  à rester  sur  une  courbe 
y=f{x),  z=z¥{x) , alors 


dx  dy  dz 
~dt'~di'dt' 


sont  assujettis  aux  relations 


l’équation  d’équilibre  devient 

X+Y/'(or)+ZF(jr)=0, 

OU 

x+yy+Zs-^o 

OU  enfin 

'Ldx'^Xdy-^7àdz=^. 

160.  Passons  au  cas  d’un  système  invariable  : il  est 
évident  qu'il  n’y  aura  plus  que  l’équatiou  d’équilibre 
exprimant  que  les  distances  de  trois  points  sont  inva- 
riables. 

11 
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Si  le  système  est  entièrement  libre , on  pourra  lui 
donner  un  mouvement  virtuel  quelconque  ; si  on  lui 
donne  d’abord  un  mouvement  de  translation  le  long  de 
l’axe  des  z , on  aura 


et 


w = u"=  etc, , 


dx  ^ dy  _ d£ 


dr  dd 

■ 0 etc.,  — = — = etc., 
dt  dt  ' 


alors  l’équation  générale  se  réduit  à 
Z+Z'+Z''+....=0  ; 


en  donnant  des  mouvements  virtuels  de  translation  le 
long  de  chacun  des  autres  axes,  on  trouverait  de  même 

Y+Y'+Y"+....=  0,  X+X'+X''+....=  0. 

Donnons  maintenant  au  système  un  mouvement  de 
rotation  autour  de  l’axe  des  z , alors  les  coordonnées 
x^,z  d’un  point  quelconque  satisfont  aux  relations 


z = consl , ,r’-+;V’=  r* , 

d’où  l’on  déduit 


dt 


^ dx  dy  ^ 


et  cette  dernière  revient  à 


dx  dy  w 

• dt  dtr 

y ^ 

il  est  évident  quero  aura  pour  tous  les  points  une  valeur 
constante  O , ce  sera  la  vitesse  d’un  point  à une  di- 
stance égale  à l’unité  de  l’axe  de  roUitiOn;  en  substi- 
tuant aux  projections  des  vitesses  leurs  valeurs  dans 
l’équation  générale,  on  obtient 

I — Yx)-^-(X.'y  — V . I ii  = 0 , 
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rette  équation  exprime  que  la  projection  du  moment 
linéaire  principal  sur  l’axe  des  z doit  être  nulle  ; on 
trouverait  encore  deux  conditions  analogues  en  don- 
nant au  système  un  mouvement  de  rotation  autour 
des  deux  autres  axes. 

S’il  y avait  un  point  fixe  dans  le  système , en  le  pre- 
nant pour  origine  des  coordonnées , on  ne  pourrait  pas 
donner  au  système  les  trois  premiers  mouvements , et 
les  trois  équations  d’équilibre  seraient  celles  relatives 
à la  dernière  espèce  de  mouvement. 

S’il  y avait  un  axe  fixe , les  équations  d’équilibre 
se  réduiraient  à une  seule , relative  au  mouvement  de 
roUition  autour  de  cet  axe;  si  le  système  pouvait  glisser 
le  long  de  cet  axe , il  y eu  aurait  deux.  Enfin , si  le 
système  était  assujetti  à la  condition  d’avoir  tous  les 
points  dans  un  plan  donné , le  système  ne  pourrait 
plus  se  mouvoir  autour  des  deux  axes  pris  dans  ce 
plan , ni  le  long  d’un  troisième  extérieur  à ce  plan , 
et  les  équations  d’équilibre  se  réduiraient  à trois , re- 
latives à deux  mouvements  de  la  première  espèce  , et 
un  de  la  seconde. 

Soit  encore  un  système  invariable  dont  toutes  les 
forces  se  réduisent  à des  poids , l’axe  des  z étant  ver- 
tical , l’équation  d’équilibre  devient 

P±+P'  ^ + ete....=  0 = ^ 

dt  dt  dt  dl 

R étant  la  résultante,  et  ç le  z du  centre  de  gravité  ; ce 
qui  montre  que,  dans  le  cas  d’équilibre,  la  tangente 
à la  courbe  que  tend  à décrire  le  centre  de  gravité  en 
vertu  de  son  mouvement  virtuel , est  horizontale.  Cela 
explique  comment , dans  le  pendule , il  n’y  a que  deux 
positions  d’équilibre. 
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Ce  qui  précède  renferme,  comme  cas  particulier, 
le  levier,  le  treuil , etc.  , mais  on  peut  faire  l’applica*  > 
tion  directe  du  principe  à ces  divers  systèmes.  Cela 
n’oflre  aucune  difficulté. 

161.  Pour  terminer  ces  applications,  nous  repren- 
drons l’exemple  du  poly^ne  funiculaire. 

Fig.  38.  Soient  A,B,C,D,  etc. , les  sommets  successifs  de  ce 
polygone,  les  longueurs  données  des  côtés 

âB,BC....  etc. , et 

xyz,  etc., 

les  coordonnées  des  sommets , les  équations 
L = 0,  M = 0,  N = 0 

sont  dans  ce  cas, 

L =[/  (X — o/)’+Cr— y)*+(a— s')’ — f =0 
M=i/(x'-x")>+(y-yr+(z'-z")*-f=o 

a''')’— ^'-0 

etc., 


d’où  il  résulte 

dL_* 

dL 

X — x'  dM 

rfM  x'— x" 

djc 

dxf 

/ ' dx' 

dx"  ~ l ' 

dL 

dL 

y— y «flVI 

1 

Is 

1 

< 

l ’ dy~ 

dy"  e 

dL 

dL 

Z — s'  rfM 

f/M  z'—z! 

dz 

dz'  ~ 

"7“’ 

1 

II 

et  toutes  les  autres  dillérences  partielles  deL,M,N,  etc., 
qui  entrent  dans  les  formules  précédentes , seront 
égales  à zéro.  Si  nous  posons  pour  abréger 


etc., 
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et  si  on  désigne  par  Q.Q'.Q" , etc. , les  forces  nor- 
males capables  de  maintenir  le  système  en  équilibre, 
on  aura  , d’après  ce  que  nous  avons  vu , 

Q = vi  ,Q'=v'(i,  etc.  ! 

si  nous  considérons  les  deux  points  Â.B , on  aura 

.=v'=±i,  Q=qf=±i, 


et  l’on  prendra  les  signes  supérieurs  ou  inférieurs , 
selon  que  la  valeur  de  > sera  positive  ou  négative. 
On  conclut  de  là  et  des  équations  précédentes , que 
les  points  A, B seront  sollicités  par  des  forces  égales 
et  contraires,  dirigées  suivant  la  droite  AB,  ou  sui  - 
vant  ses  prolongements,  et  dont  la  quantité  X,  abs- 
traction faite  du  signe  , sera  la  grandeur  commune  ; il 
en  sera  de  même  à l'égard  des  autres  points , en  sorte 
que,  dans  l’état  d’équilibre  , les  quantités  etc., 

exprimeront  les  contractions  ou  les  tensions  des  côtés 
successifsdu  polygone.  En  désignant  par  abc,  a'b'c',  etc. , 
les  angles  des  forces  Q,Q' avec  les  axes , on  a 


cos.rt=±- 


^ y- 

— ,cos.b  = ± - 


^ - 

"2 — , cos.c=db  — J— 


les  signes  correspondants  à ceux  de  ).,  on  en  conclut  que 
la  force  appliquée  au  point  A sera  dirigée  de  A vers  B, 
et  exprimera  une  contraction  du  côté  AB,  quand  cette 
valeur  sera  négative  et  que  cette  force  agira  dans  le 
sens  opposé  , et  exprimera  ime  tension,  lorsque  la  va- 
leur de  X sera  positive.  L’un  ou  l’autre  de  ces  deux  cas 
sera  possible , si  les  côtés  du  polygone  sont  des  verges 
inflexibles  jointes  par  des  charnières  ; et  le  second  cas 
pourra  seul  avoir  lieu  si  les  côtés  sont  des  fils  flexibles. 

Les  équations  (c)  pourront  s’écrire  comme  il  suit  : 
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X=>^^,Y=x'4^,Z=X<i^, 

V. , , (•r"— j:')  ^., . , iy—.r)  ,,(ï"--) 

X+X ^ — — (X J — ,ï  +x — - — =x  — ^ 

(="-*')  ix'-x')  (x’"-x") 

Z +X J—  =a J , A + U -p = » J, 

iy-x")  ^"-*')  (="-=") 

Y +|x — J, — =7 JS — ,Z  +fi — — =» — pr-  T 

etc. 

Les  trois  premières  montrent  que  In  tension  X sera  la 
résultante  des  forces  X,Y,Z.  En  les  ajoutant  aux  trois 
suivantes , on  aura 

X+X'=  U , Y+Y'=  U LlZirl , Z+Z'=  U , 


ce  qui  fait  voir  que  la  tension  ft  sera  la  résultante  de 
X',Y',Z',  et  des  forces  X,Y,Z,  transportées  au  point  B , 
parallèlement  à elles-mêmes,  et  ainsi  de  suite  : on  ar- 
rive ainsi  aux  mêmes  conclusions  que  par  la  méthode 
directe. 

1C2.  On  remarquera  l'analogie  qui  existe  entre  les 
méthodes  qui  s’appliquent  aux  questions  de  maxima 
et  minima  , et  à la  recherche  des  conditions  d’équilihre 
d’un  système  de  forces  : pour  reconnaître  à quoi  tient 
cette  analogie , on  observera  que , dans  l’équation 
zPà/f=0  , 
ou 

PV+l’’^’+etc.  = 0, 

qui  exprime  en  général  les  conditions  dont  il  s’agit, 
on  peut , dans  1a  plupart  des  cas  naturels  , regarder  le 
premier  membre  comme  étant  la  variation  d’une  cer- 
taine fonction  y des  variables  , en  sorte  qu’on 

aurait 

Jy  = P"  àp'+P"^p"+  etc . , 


) 


Digitized  by  Google 


( 'ti/  ) 

l’équatioo  précédente  exprime  donc  lu  condition  du 
maxima  ou  de  minima  de  la  fonction  <f.  Ainsi , l’on 
ne  peut  résoudre  une  question  d’équilibre,  sans  ré- 
soudre en  même  temps  une  question  de  maximum  ou 
de  minimum. 

Considérons  le  cas  particulier  où  toutes  les  forces 
appliquées  au  système  seraient  verticales  et  constantes, 
c’est-à-dire  le  cas  où  ce  système  serait  formé  d’un  as- 
semblage de  corps  pouvant  se  lier  les  uns  aux  autres 
d’une  manière  quelconque , sans  qu’aucune  force  étran- 
gère leur  soit  appliquée.  'Foutes  les  lignes  p,p',p" 

sont  alors  parallèles  ; les  forces  P, P', P"...  sont  con- 
stantes , et  par  conséquent 

, = P^+Fp'+P"p"-»-: 

les  lignes pf  ,p" peuvent  être  comptées  à partir  de 

points  fixes  quelconques , pris  sur  les  directions  des 
forces.  Si  l’on  suppose  ces  lignes  comptées  à partir 
d’un  même  plan  horizontal,  la  quautilé'précédente, 
divisée  par  la  quantité  constante 

P+P'-t-P"-!-..., 
c’est-à-dire  la  fonction 

P/M-P'/>'+P"/'+ctc. 

P-»-F-t-P  "-t-  etc. 

représentera  la  distance  du  centre  de  gravité  du  corps 
du  système  au  plan  horizontal  dont  il  s’agit.  Les  con- 
ditions nécessaires  pour  que  le  système  soit  en  équi- 
libre , sont  donc  celles  qui  doivent  avoir  lieu  pour  que 
le  centre  de  gravité  du  corps  du  système  soit  placé  le 
plus  haut  ou  le  plus  bas  possible.  Le  maximum  cor- 
respond au  cas  de  l’équilibre  stable , et  le  minimum 
au  cas  de  l’équilibre  instantané. 
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D’après  cela  , si  une  chaîne  pesante , suspendue  par 
ses  extrémités  à deux  points  fixes,  est  en  équilibre, 
son  centre  de  gravité  sera  le  plus  bas  possible. 

Si  un  point  matériel  pesant  est  placé  sur  une  courbe, 
son  ordonnée  verticale  sera  un  maximum  ou  un  mini- 
mum pour  les  points  où  la  tangente  est  horizontale. 
Le  maximum  aura  lieu  pour  les  points  où  la  courbe 
est  concave  par  en  haut , et  le  minimum  pour  ceux  où 
elle  tourne  sa  concavité  par  en  bas.  Dans  le  premier 
cas  , il  y a équilibre  stable , et  dans  le  deuxième , 
équilibre  instantané. 

De  même  lorsqu’un  élipsoîde  homogène  pesant  re- 
pose sur  un  plan  fixe  horizontal , son  centre  de  gra- 
vité est  le  plus  bas  ou  le  plus  haut  poss^k,,  et  par 
suite  il  y a équilibre  stable  ou  instable , selon  que 
l’élipsoïde  touche  le  plan  par  l'extrémité  du  plus  petit 
ou  du  plus  grand  de  ses  trois  axes.  Enfin , si  le  point 
de  contact  a lieu  pour  une  des  extrémités  de  l’axe 
moyen , l’élévation  du  centre  de  gravité  sera  un  maxi- 
mum pour  certaines  sections  du  corps,  et  un  minimum 
pour  les  autres.  Par  conséquent  l’équilibre  sera  stable 
ou  instable , selon  que  les  déplacements  tendront  h 
avoir  lieu  dans  le  sens  des  premières  ou  des  der- 
nières. 


DEUXIÈME  PARTIE. 


DYNAMIQUE. 


NOTIONS  FONDAMENTALES  DE  LA  DYNAMIQUE. 

Cette  science , aussi  bien  que  la  statique,  emprunte 
h l’observation  des  faits  naturels  plusieurs  notions 
fondamenta’les.  La  certitude  de  quelques-unes  de  ces 
notions  est  évidente.  Il  en  est  d’autres  dont  il  n’est  pas 
aussi  facile  de  reconnaître  la  vérité,  mais  à l’égard 
desquelles  il  ne  reste  aucun  doute  , lorsqu’on  s’est  as- 
suré, après  des  comparaisons  multipliées,  que  les  con- 
séquences qui  s’en  déduisent  par  des  raisonnements 
rigoureux , sont  conformes  aux  phénomènes  que  la  na- 
ture nous  présente. 

La  gravitation  est  une  propriété  générale  des  corps. 
Tous  les  corps , en  vertu  d’une  action  réciproque  dont 
nous  ignorons  entièrement  la  nature  et  le  principe , 
sont  attirés  vers  le  centre  de  la  terre  ; et  la  terre  elle- 
même  et  les  planètes  sent  soumises  à la  même  action 
et  s’attirent  mutuellement  ; l’esprit  pourrait  sans 
doute , par  une  pure  abstraction , concevoir  les  corps 
privés  de  la  propriété  dont  il  s'agit , mais  dans  la 
réalité , elle  en  est  inséparable.  Tout  corps  est  pesant; 
il  exerce  pour  s’approcher  de  la  terre  un  eRort  qu’il 
faut  détruire  si  l’on  veut  maintenir  ce  corps  immobile. 
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Le  poids  des  corps  est  la  mesure  de  cet  ellort.  On  éva- 
lue les  divers  poids  en  les  rapportant  à un  poids  con- 
venu pris  pour  unité. 

L’unité  de  poids  est  en  France  le  kilogramme, 
c’est-à-dire  le  poids  d’un  décimètre  cube  d’eau  distillée, 
prise  au  maximum  de  densité. 

La  notion  de  la  masse , comme  nous  l’avons  déjà 
expliqué,  se  rapporte  à la  quantité  de  parties  maté- 
rielles dont  on  regarde  chaque  corps  comme  étant  com- 
posé. Quand  on  compare  deux  corps  homogènes  de 
même  nature , par  exemple,  deux  morceaux  de  fer, 
l’expérience  apprend  que  leurs  poids  sont  proportion- 
neb  à leurs  volumes.  Les  quantités  des  parties  ma- 
térielles contenues  dans  chacun  sont  aussi  évidem- 
ment proportionnelles  aux  volumes.  Ainsi  la  masse 
est  alors  nécessairement  proportionnelle  au  poids.  La 
même  proportion  s’étend  à tous  les  cas  , parce  que 
nous  regardons  la  force  de  la  gravitation  comme 
s’exerçant  également  sur  toutes  les  parties  matérielles, 
et  l’action  de  cette  force  sur  chaque  corps  comme  l’in- 
dice . et  en  quelque  sorte  la  mesure  de  la  quantité  de 
matière  qui  les  constituent.  Les  corps , sous  le  rapport 
dont  il  s’agit , ne  diQcrent  pour  nous  que  par  les  di- 
verses quantités  de  matières  qui  s’y  trouvent  conte- 
nues sous  un  même  volume  donné.  Aussi  nous  admet- 
tons ce  principe  que  la  masse  des  corps  est  proportion- 
nelle à leur  poids. 

L’évaluation  numérique  des  masses  n-’exige  pas  l’éta/- 
hlissement  d’une  unité  spéciale.  On  verra  plus  loin 
comment  cette  évaluation  résulte  de  l’emploi  d’autres 
unités. 

L’idée  de  la  masse  est  inséparable  de  la  nature  du 
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corps.  Les  recherches  de  physique  indiquent  l’exis- 
tence de  quelques  ageuts  naturels  qui  produisent 
des  impressions  sur  nos  sens , et  qui  semblent  néan- 
moins n’avoir  pas  de  masse.  Ce  ne  sont  point,  à pro- 
prement parler,  des  corps , ou  du  moins  ce  ne  sont 
point  des  corps  auxquels  on  puisse  appliquer  les  théo- 
ries mécaniques. 

Tous  les  esprits  admettent  l’idée  du  temps  qui  s’é- 
coule et  la  nature  des  grandeurs  relatives  de  divers 
intervalles  de  temps,  d’où  résulte , comme  une  consé- 
quence nécessaire,  la  possibilité  de  mesurer  et  d’é- 
valuer le  temps  en  rapportant  chaque  intervalle  à un 
intervalle  déterminé  pris  pour  unité.  Les  théories  qui 
constituent  la  dynamique  exigent  nécessairement  la 
considération  du  temps  regardé  comme  une  quantité 
mesurable. 

L’unité  de  temps  qui  est  aujourd’hui  généralement 
adoptée  est  la  seconde  sexagésimale  , c’est-à-dire  le 
• «V;  d’une  heure,  ou  le d’un  jour  moyen. 

Le  mot  de  mouvement  donne  l’idée  d’un  phénomène 
qui  consiste  en  ce  qu’un  corps  matériel  se  déplace  et 
prend  , à mesure  que  le  temps  s’écoule  , des  situations 
diflérentes  dans  l’espace  : un  corps  ne  passe  jamais 
d’une  position  à une  autre,  sans  occuper  successive- 
ment toutes  les  positions  intermédiaires.  De  plus  , il 
s’écoule  toujours  un  certain  intervalle  de  temps  entre 
l’instant  où  le  corps  a quitté  la  première  position  et 
l’instant  où  ce  même  corps  est  parvenu  à sa  dernière 
position.  La  suite  des  positions  intermédiaires  des  di- 
vers points  du  corps  forme  des  lignes  droites  ou  cour- 
bes que  l’ou  peut  concevoir  tracées  dans  l’espace.  Or, 
ces  lignes  peuvent  avoir  été  décrites  dans  des  inter- 
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valles  de  temps  plus  ou  moins  longs , d'où  résulte  la 
notion  de  la  vitesse.  La  vitesse  est  le  rapport  de  l’es- 
pace parcouru  au  temps  employé  à la  parcourir,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  l’espace  parcouru  dans  l'unité 
de  temps.  ' 

On  peut  concevoir  le  mouvement  d’un  corps  sans 
admettre  que  sa  vitesse  soit  ponstante  ou  uniforme. 
En  eflet,  les  diverses  parties  d’une  ligne  qu’il  aura 
décrite  peuvent  avoir  été  parcourues  avec  des  vitesses 
différentes.  Lorsque  le  mouvement  d’un  corps  est  tel 
que  sa  vitesse  varie  continuellement  à mesure  que  le 
temps  s’écoule  et  que  le  corps  occupe  de  nouvelles 
situations  dans  l’espace,  on  se  forme  l’idée  de  la  valeur 
delà  vitesse  dans  un  instant  déterminé,  en  concevant 
qu'à  cet  instant  cette  vitesse  devienne  constante , et 
voyant  quel  espace  serait  alors  parcouru  dans  l’unité 
de  temps. 

Dans  le  langage  de  la  mécanique  , on  appelle  quan- 
tité de  mouvement  d’un  corps  le  produit  de  la  masse 
par  la  vitesse  actuelle. 

On  a dit  que  la  gravitation  était  une  propriété  gé- 
nérale du  corps.  Une  autre  propriété  non  moins  géné- 
rale, et  désignée  sous  le  nom  A' inertie,  consiste  en  ce 
que  l’état  actuel  d’immobilité  ou  de  mouvement  d’un 
corps  n’est  jamais  altéré , à moins  qu’une  cause  étran- 
gère n’agisse  sur  ce  corps.  Un  corps  en  repos  , siir  le- 
quel aucune  cause  étrangère  n’agira  , ou  qui  sera 
soumis  à des  actions  opposées  qui  se  détruiront  réci- 
proquement, demeurera  éternellement  en  repos.  Si  ce 
même  corps  est  actuellement  en  mouvement,  il  conser- 
vera éternellement  son  mouvement , c'est-à-dire  qu’il 
continuera  à se  mouvoir  dans  la  même  direction  et 
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avec  la  même  vitesse,  parcourant  toujours  en  ligne 
droite  des  espaces  égaux  en  temps  égaux. 

L’inertie,  ainsi  définie,  doit  être  regardée  comme 
une  qualité  inhérente  à la  matière,  et  dont  l'existence 
nous  est  attestée  par  l’ensemble  des  phénomènes  na- 
turels. La  notion  de  l’inertie  est  entièrement  liée  à la 
notion  de  la  masse.  Tout  assemblage  de  matière  qui 
gravite  et  qui  a de  la  masse  ne  peut  être  mis  en  mou- 
vement, sans  présentera  cette  modification  une  résis- 
tance qui  doit  être  surmontée  par  une  force. 

Nous  désignons  en  effet  par  lè  nom  de  force  toute 
cause  qui  est  capable  de  mettre  en  mouvement  un 
corps  matériel  immobile , ou  d'altérer  le  mouvement 
actuel  d’un  tel  corps.  Or  le  mouvement  d’un  corps 
consiste , à proprement  parler,  dans  le  fait  qu’une 
masse  donnée  se  déplace  actuellement  avec  une  vi- 
tesse donnée.  Lorsqu’on  compare  divers  mouvements 
les  uns  aux  autres , on  se  représente  qu’un  mouvement 
est  d'autant  plus  grand  : 1*  que  la  masse  qui  se  meut 
est  plus  grande;  2°  que  la  vitesse  actuelle  de  cette 
masse  est  plus  grande.  Le  produit  de  la  masse  par  la 
vitesse  est  nommé  quantité  de  mouvement,  et  considéré 
comme  la  mesure  du  mouvement.  D’après  cela , nous 
jugeons  ainsi  de  la  grandeur  relative  des  forces , c'est-à- 
dire  , des  causes  propres  à produire  ou  altérer  les  mou- 
vements, d’après  la  grandeur  des  quantités  de  mouve- 
ments qu’elles  peuvent  imprimer  ou  détruire. 

Ainsi  l’on  définit  une  force  en  disant  qu’elle  est  ca- 
pable d’imprimer  à une  certaine  masse  telle  vitesse.  Et 
l’on  voit  que  les  forces  deviennent  de  cette  manière 
des  quantités  mesurables  dont  les  valeurs  relatives  sont 
exprimées  par  des  nombres.  Le  nombre  qui  représente 
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la  valeur  d’une  force  est  le  produit  d’une  masse  par  la 
vitesse  que  la  force  peut  imprimer  à cette  masse.  ' 

On  regarde  d’après  cela  comme  égales  deux  forces 
qui  auront  imprimé  respectivement  des  quantités  de 
mouvement  telles  que  les  masses  seront  dans  chacune 
réciproquement  proportionnelles  aux  vitesses.  Or  celte 
conclusion  s’accordera  eilectivement  avec  les  phéno- 
mènes naturels,  car  l’expiérience  apprend  non-seu- 
lement que  des  masses  égales  qui  viennent  se  choquer 
avec  des  vitesses  égales  détruisent  réciproquement 
leurs  mouvements , mais  encore  que  lorsque  des 
masses  inégales  viennent  se  choquer  avec  des  vitesses 
en  raison  inverse  des  masses,  les  monvements  récipro- 
ques sont  aussi  complètement  détruits.  De  plus,  on 
s’assure  que  le  développement  d’un  même  ressort  im- 
prime toujours  aux  corps  des  vitesses  d'autant  plus 
grandes  que  les  masses  sont  plus  petites. 

Pour  donner  une  connaissance  complète  de  la  ma- 
nière dont  les  forces  se  définissent  et  s’évaluent , il 
reste  à remarquer  que  l’action  de  plusieurs  forces  na- 
turelles , celle  de  la  gravité  , par  exemple,  est  continue 
et  même  perpétuelle.  Or,  un  corps  soumis  à l’action 
d’one  telle  force  tend  à acquérir  une  vitesse  qui  s’ac- 
croîtrait sans  cesse.  Par  conséquent  une  force  de  cette 
nature  ne  peut  être  définie  en  disant  seulement  qu’elle 
est  capable  d’imprimer  une  vitesse  donnée  à une  masse 
donnée  ; il  faut  nécessairement  introduire  dans  la  dé- 
finition la  considération  du  temps  pendant  lequel  l’ac- 
tion de  celte  force  s’exerce.  C’est  pourquoi  la  définition 
propre  des  forces  dont  il  s’agit  consiste  à dire  qu’elles 
sont  capables  d’imprimer  telle  vitesse  à une  masse 
donnée  dans  un  temps  donné.  La  force  est  regardée 
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comme  d’autant  plus  grande  que  la  masse  et  la  vitesse 
sont  plus  grandes  , et  que  le  temps  est  plus  petit.  La 
valeur  de  la  force  est  imprimée  par  le  nombre  qui  re- 
présente le  produit  de  la  masse  par  la  vitesse  imprimée 
dans  l’unité  de  temps. 

La  gravité,  c’est-à-dire  l’attraction  mutuelle  des 
corps,  fpt  de  toutes  les  forces  celle  qui  produit  les 
phénomènes  les  plus  généraux  et  les  plus  importants, 
et  celle  dont  la  nature  et  les  eUets  nous  sont  les  mieux 
connus.  La  nature  de  la  gravité,  que  nous  considérons 
ici  seulement  dans  les  eilets  qu’elle  produit  à la  suface 
de  la  terre  ( nous  la  considérerons  plus  tard  sous  un 
point  de  vue  plus  étendu  et  plus  exact)  consiste  : 1°  en 
ce  qu’elle  aifecte  également  toutes  les  parties  maté- 
rielles en  sorte  qu’elle  imprime  à tous  les  corps  identi- 
quement la  même  vitesse;  2°  en  ce  que  son  action  con- 
tinue et  toujours  égale  s’exerce  absolument  delà  même 
manière,  quel  que  soit  l’état  de  repos  ou  de  mouvement 
actuel  du  corps.  Un  corps  soumis  à l’action  de  la  gra- 
vité, soit  qu'il  parte  du  repos,  soit  qu'il  se  meuve 
dans  une  direction  et  avec  une  vitesse  quelconque , 
acquerra  toujours  dans  l’unité  de  temps  et  dans  la  di- 
rection de  la  verticale  une  même  vitesse , c’est-à-dire 
que  la  vitesse  avec  laquelle  il  se  meut  actuellement 
augmentera  toujours  de  la  même  quantité  dans  l’unité 
de  temps.  L’accroissement  de  vitesse  que  la  gravité 
imprime  aux  corps  est  à Paris  dans  une  seconde  sexa- 
gésimale de  9"’8Q896.  Ce  nombre  étant  assigné,  la 
force  dont  il  s'agit  est  définie. 

Ce  qui  vient  d'être  dit  doit  être  regardé  comme 
prouvé  par  l’observation  des  faits.  On  verra  plus  tard 
comment  .s’établit  la  certitude  des  propositions  énon- 
cées . 
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Il  n'est  pas  difficile  de  concevoir,  d’après  ce  qui  pré- 
cède , comment  s’expriment  en  nombres  les  valeurs 
relatives  des  masses  que  l'on  est  obligé  d'introduire 
dans  les  formules  de  la  dynamique.  Considérant  l’ac- 
tion de  la  gravité  sur  un  même  corps,  cette  action 
peut  produire  deux  efiets  entièrement  difiérents  : 1*  si 
le  corps  est  maintenu  immobile,  l’efTet  produit  consiste 
dans  un  effort  ou  pression  exercé  contre  l’obstacle  , 
et  cette  pression  est  mesurée  par  ce  qu'on  nomme  le 
poids  du  corps  , que  nous  représenterons  par  P,  en 
sorte  que  P désigne  un  nombre  de  kilogrammes  ; 2”  si, 
au  contraire , le  corps  cède  librement  à l’action  de  la 
gravité  , il  acquerra  dans  l’unité  de  temps  la  vitesse 
de  9"'80896  par  seconde  ; appelons  m la  masse  du 
corps  et  g cette  vitesse , g désignant  un  nombre  de 
mètres,  ou  en  général  d’unités  de  longueur,  le  produit 
mg  représentera  la  quantité  de  mouvement  que  lu 
gravité  fait  acquérir  au  corps  dans  l’unité  de  temps  et 
d'après  ce  qui  a été  dit,  ce  produit  devra  être  pris 
pour  la  mesure  de  la  force.  Or  cette  force  , c’est-à-dirc 
cette  cause  identique  agissant  sur  ce  corps,  produisant 
des  effets  différents,  suivant  que  ce  corps  est  libre  ou 
retenu  par  un  obstacle,  est  évidemment  dans  chaque 
cas  mesurée  et  évaluée  par  les  effets  produits.  Donc  le 
nombre  P ou  le  nombre  mg  sont  également  propres  à 
exprimer  la  valeur  de  la  force  dont  il  s’agit  : ces  deux 
nombres  sont  donc  nécessairement  proportionnels  l’un 
à l’autre.  On  peut  même  écrire  P = mg,  parce  que  les 
nombres  P et  g dépendent  seuls  d’unités  convenues , 
c’est-à-dire  des  unités  de  poids , de  longueur  et  de 
temps,  car  l’unité  de  masse  demeure  arbitraire,  et  l’on 
peut  toujours  la  supposer  choisie  de  manière  à ce  que 
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l’équation  précédente  subsiste.  On  déduit  de  cette 


équation  m =— ; le  nombre  qui  exprime  la  masse  d’un 
S 

corps  est  donc  le  quotient  du  poids  de  ce  corps  par  la 
vitesse  que  la  gravité  imprime  aux  corps  pesants  dans 
l’unité  de  temps.  C’est  d’après  celte  proposition  que 
les  formules  de  mécanique  doivent  être  interprétées. 

Réciproquement  si  l’on  a appris  par  l’observation 
qu’un  corps  d’une  masse  m,  mu  par  l’action  d’une  force 
quelconque,  acquiert  dans  l’unité  de  temps  la  vitesse  g', 
c’est-à-dire  que  la  quantité  de  mouvement  du  corps 
augmente  dans  l'unité  de  temps  de  la  qualité  mg,  on 
en  conclura  que  si  un  obstacle  quelconque  obligeait 
le  corps  à conserver  sa  vitesse  actuelle  et  s’opposait  à 
l’accélération  de  mouvement  que  la  force  tend  à pro- 
duire , il  serait  exercé  contre  cet  obstacle , dans  la 
direction  de  la  force  , une  pression  représentée  numé- 
riquement par  le  produit  mg.  Ce  produit  est  la  me- 
sure du  poids  du  corps , en  tant  que  ce  poids  est  le 
résultat  de  l'action  de  la  force  qui  imprimerait  aux 
parties  matérielles  la  vitesse  g dans  l’unité  de  temps. 

L’exactitude  de  ces  dernières  notions  paraîtra  cer- 
taine , si  l’on  remarque  que  l’on  peut  vérifler  par  le 
fait,  en  se  transportant  dans  divers  lieux  de  la  terre, 
que  la  valeur  g et  le  poids  du  corps  varient  dans  le 
même  rapport.  On  s’en  assurerait  en  employant  l’ac- 
tion du  poids  à comprimer  des  ressorts. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

MOtiVEHENT  RECTILIGNE  DES  CORPS. 


Formules  du  mouvement  rectiligne, 

163.  L’analyse  mathématique  donne  les  moyensd’ex- 
primer  facilement  les  lois  des  phénomènes  qui  appar- 
lieunent  à la  dynamique.  Dans  la  géométrie  on  dé- 
termine communément  la  position  d’un  point  en 
ilonnant  ses  distancés  à trois  plans  rectangu- 

laires supposés  fixes.  Admettons  que  ce  point  soit  en 
mouvement  et  occupe  successivement  diverses  positions 
dans  l’espace  : les  distances  x,y,z  seront  alors  des 
quantités  variables,  dont  les  valeurs  changent  à mesure 
que  le  temps  s’écoule  , et  qui  sont  par  conséquent  des 
fonctions  du  temps  t qui  s’est  écoulé  à partir  d’un 
insUnt  déterminé  pris  pour  orieine  du  temps  ; si  l’on 
connaît  les  valeurs  de  x,y,  on  t , on  aura  les 

moyens  de  déterminer  la  j i point  à un  in- 

stant quelconque  , et  par  conséquent  la  nature  de  son 
inouvemeui  sera  entièremenl  connue. 

Considérons  d’abord  le  cas  où  un  point  matériel  se 
meut  en  ligne  droite  , il  est  évident  que  , quelle  que 
soit  la  nature  du  mouvement  rectiligne,  la  force  qui 
agit  sur  le  point  matériel  agit  dans  le  sens  de  la  ligne 
droite  que  le  point  tend  à parcourir.  En  conséquence, 
pour  déterminer  à chaque  instant  la  position  du  point 
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matériel , il  suffit  de  prendre  une  seule  coordonnée  à 
partir  d'un  point  üxe  et  regardée  comme  une  fonction 
du  temps  : en  sorte  qu’on  a toujours  s=F(r) , s étant 
l’espace  parcouru. 

Cela  posé,  le  mouvement  aiiecté  parle  corps,  et<lont 
la  nature  est  exprimée  par  la  fonction  F (t),  est  un 
résultat  nécessaire  de  plusieurs  circonstances.  La  va- 
leur de  la  distance  s,  qui  correspond  à un  temps  quel- 
conque t,  dépend  : 1°  du  lieu  où  le  corps  était  placé  à 
l’instant  où  l’on  a commencé  à compter  le  temps; 
2*  de  la  vitesse  qu’il  avait  à cet  instant  ; 3"  de  la  gran- 
deur delà  force  Constante  ou  variable  avec  le  temps  , 
par  laquelle  ce  corps  a été  soUicité  pendant  toute  la 
durée  du  temps  t.  Si  l’on  donnait  la  position  et  la  vi- 
tesse initiale  du  corps,  et  l’expression  en  fonction  du 
temps  de  la  force  qui  le  sollicite  , on  devrait  pouvoir 
en  conclure  la  forme  de  la  fonction  F (t).  Récipro- 
quement , la  fonction  F {t)  étant  déterminée , on  en 
conclura  la  valeur  de  la  vitesse  du  point  matériel  au 
bout  d’un  temps  quelconque , et  l’expression  de  la 
force  qui  produit  le  mouvement  de  ce  point. 

1°  Quant  à la  vitesse  qui  a lieu  au  bout  du  temps  t , 
on  se  rappellera  que  la  vitesse  est  le  rapport  de  l’es- 
pace parcouru  au  temps  employé  à le  parcourir  , ou 
l’espace  parcouru  pendant  l’unité  de  temps.  Désignée 
par  if  un  certain  temps  écoulé  après  le  temps  t,  et 
par  &s  l’espace  parcouru  pendant  ce  temps,  le  rapport 

— représenterait  donc  la  vitesse  demandée  si  la  valeur 

de  ce  rapport  était  constante,  ou  si  était  proportion- 
nel à Af . Or  en  général , la  valeur  de  ce  rapport  dépend 
de  la  grandeur  absolue  de  l’accroissement  âf , et  il  est 


. ( i8o  ) 

visible  que  l’on  ne  peut  ici  attribuer  aucune  valeur 
tiiiie  déterminée  à cet  accroissement  : 1°  parce  que  cette 
valeur  serait  arbitraire;  2°  parce  que  ce  serait  faire 
dépendre  la  détermination  de  la  vitesse  qui  a lieu  au 
bout  du  temps  t de  la  modification  que  peut  subir  le 
mouvement  du  point  matériel  après  ce  temps.  Donc 
l’accroissement  at  doit  être  supposé  plus  petit  que 
toute  grandeur  donnée  ou  infiniment  petit;  c’est-à- 
dire  qu’on  doit  prendre  pour  l’expression  de  la  vitesse 

au  bout  du  temps  t,  la  limite  dont  s’approche  lors- 
que M tend  à devenir  égal  à zéro,Mimite  qui  n’est 

ds 

autre  chose  que  le  coefficient  diflérentiel  en  sorte 
que  l’on  a 

ds  dF(/) 

W “ OU  W = ' ■ - . 

dt  dt 

La  vitesse  est  représentée  par  le  coefficient  diiléren- 
tiel  de  premier  ordre  de  l’expression  analytique  qui 
donne  l’espace  parcouru  au  bout  du  temps  t , en  fonc- 
tion de  ce  temps. 

2°  Quant  à la  valeur  de  la  force  par  laquelle  le 
corps  est  sollicité  au  bout  du  temps  t,on  se  rappellera 
que  la  force  qui  produit  ou  modifie  le  mouvement 
d'un  corps , est  mesurée  par  la  quantité  de  mouve- 
ment que  cette  force  imprime  dans  l’unité  de  temps , 
c’est-à-HÜre  par  le  produit  de  la  masse  du  corps  mul- 
tipliée par  la  quantité  dout  la  vitesse  de  cette  masse 
s’accroît  dans  l’unité  de  temps  ; soit  en  général  at  un 
certain  temps  écoulé  à la  suite  du  temps  t , et  Awl’ao- 
croissement  reçu -par  la  vitesse  u pendant  ce  temps. 

Le  rapport  ^ donnerait  donc  la  vitesse  acquise  dans 
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Tunité  de  temps  si  la  valeur  de  ce  rapport  était  con- 
stante, ou  si  l’accroissement  &u  était  proportionnel  à or. 
Cette  proportionnalité  n’ayant  pas  lieu  eu  général,  les 
mêmes  considérations,  qui  ont  été  exposées  dans  le 
numéro  précédent,  montrent  que  la  vitesse  acquise 
dans  l’unité  de  temps , doit  s’exprimer  par  la  limite  de 


— , lorsque  àt  devient  de  plus  en  plus  petit,  c’est-à- 

dire  , par  le  coeflicient  différentiel  on  a donc 

at 


di,)  iTs  _ tTFit) 

di^dï^^dT’ 


pour  l’expression  de  la  vitesse  que  la  force  par  la- 
quelle le  point  matériel  est  sollicité  à la  fin  du  temps  t, 
imprime  à ce  point  matériel  dans  l’uni téde  temps.  Ainsi 
cette  vitesse  est  représentée  par  le  coefiBcient  diffé- 
rentiel de  premier  ordre  de  l’expression  de  la  vitesse 
du  point  matériel  en  fonction  du  temps,  ou  par  le  coef- 
ficient différentiel  du  deuxième  ordre  de  l’expression 
de  l’espace  parcouru  en  fonction  du  temps. 

Si  la  masse  du  point  matériel  est  désignée  par  m , 
la  quantité  de  mouvement  acquise  par  ce  point  dans 
l’unité  de  temps  , sera  donc 

di.t  tPs  d'F(t) 

m ~ = «I  —r~  = m ■ — V—  , 


et  par  conséquent , ces  expressions  donnent  en  unités 
de  poids  l’effort  exercé  contre  le  point  matériel,  à la 
fin  du  temps  t , par  la  force  qui  le  sollicite. 

164.  Supposons  d’abord  que  les  espaces  parcourus 
dans  des  temps  égaux  , sont  égaux,  auquel  cas  le  mou- 
veinciit  est  uniforme  : alors  l’espace  croit  proportion- 
nellement au  temps , et  on  a 


on  prend  le  double  si^e  pour  que  cette  valeur  puisse 
s’accorder  avec  la  direction  de  la  force  qui  agit  sur  le 

ds  ^ 

point  de  u=±  —,  on  déduit  ds  = ±<adt , et  si  l’on 

suppose  que  le  corps  commence  à se  mouvoir  à partir 
d’un  point  fixe  pour  lequel  f=0,i=f„.  l’intégration 
donnera  , c’est  là  téquation  du  mouuement 

unijbnne. 

165.  On  appelle  mouvement  uniformément  varié, 
celui  d’un  corps  déjà  en  mouvement  uniforme  et  solli- 
cité par  une  force  constante,  agissant  dans  la  direction 
du  mouvement  primitif  ou  en  sens  contraire  ; dans 
le  premier  cas  , le  mouvement  est  accéléré , et  dans  le 
deuxième , il  est  retardé. 

Si  on  applique  une  force  à un  point  libre , celui-ci 
acquiert  une  certaine  vitesse  qui  croît  par  degrés  in- 
sensibles , de  manière  à avoir  dans  un  temps  fini  une 
valeur  finie  ; on  a cru  que  dans  le  eboe  des  corps , 
les  vitesses  étaient  instantanées  , mais  des  expé- 
riences plus  exactes  ont  prouvé  que  dans  la  nature 
il  n’y  a pas  de  vitesse  eommuniquée  instantanément  à 
un  corps  i ces  vitesses  sont  d’abord  infiniment  petites, 
et  croissent  de  manière  qu’elles  soient  finies  après  un 
temps  déterminé. 

Revenons  au  mouvement  uniformément  varié.  Soit 

la  vitesse  initiale  du  corps,  <u  la  vitesse  finale  après 
le  temps  t compté  , à partir  de  l’instant  où  la  force 
constante  commence  à agir.  Or , une  force  constante 
P,  qui  agit  sur  une  masse  m,  lui  communique  une 
certaine  vitesse  g que  le  corps  a acquise  à la  fin  du 
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premier  instant  ; pendant  le  second  instant , la  vitesse 
acquise  se  conservera  dans  le  corps  en  vertu  de  son 
inertie  ; mais  la  force  P produit  daus  cet  instant  la 
même  vitesse  que  dans  le  premier  instant  ; ainsi,  après 
le  deuxième  instant , la  vitesse  acquise  sera  2g  , et  en 
général  après  t instants,  elle  sera  gt  donc,  en  ad- 
mettant que  les  vitesses  s'ajoutent,  on  aura  M=adzgt  ; 
le  double  signe  se  rapporte  à la  direction  de  la  force  P, 
|>ar  rapport  au  mouvement  primitif,  on  a d’ailleurs 

_ . 


ainsi 


ds 

7 = ^^" 


et  par  suite 


telle  est  Y équation  du  mouvement  uniformément  varié. 
On  peut  aussi  exprimer  la  vitesse  en  fonction  de  l’es- 
pace parcouru  : en  ellét,  v=--u^±gt  et  : de  ces 

deux  équations  il  faut  éliminer  t en  diüérentiant  il 
vient 

ds 

d:>  = -+.gjl  , dt=±  , 


ds 

d-=±g-, 

0> 

et  |>ar  suite  en  intégrant 

• 2 

w — W- 

— — =±g[s—s.,). 


ou  bien 


*«‘=<o„*±aig(s— O- 
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On  peut  parvenir  à celle  équation  d’une  autre  ma- 
nière , car  l’équation 

peut  se  mettre  sous  la  forme 
<l’a  illeurs , w=ua±ÿt , donne 


±r=— ^ 
g 

substituant , il  vient 


ou 

c»*= 


Nous  avons  donc  deux  équations , l’une  donnant  l’es- 
pace parcouru  en  fonction  du  temps,  l’autre,  la  vitesse 
en  fonction  de  l’espace  ou  du  temps , car  la  quantité 
s — peut  être  facilement  remplacée  par  sa  valeur  en 
fonction  du  temps. 

16G.  Si  la  force  P et  la  masse  m varient,  la  vitesse  ^va- 
rie aussi,  et  l’on  a en  général  g'=F  (P,m)  ; mais  si  P et  m 
se  changent  en  2P  et  2m , rien  ne  sera  changé , car 
chaque  masse  m conservera  sa  vitesse  g’,  qui  sera  celle  de 

la  masse  totale  : ainsi  g=F  ^ est  ce  que  l’on 

nomme  la  force  accélératrice,  que  l’on  représente 
par  (]p.  Si  f = const. , on  est  dans  le  cas  du  mouvement 
uniformément  varié  : pour  deux  forces  P et  P,  on  a 


d'où 


Psemy,  P=my', 
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on  admet  que  les  forces  sont  proportionnelles  aux  vi- 
tesses, ce  qui  n’est  nullement  prouvé,  alors 


ou  1 = £, 

T S 

c’est  là  ce  qu’on  app>elle  la  proportionnalité,  des  forces 
aux  vitesses.  Si  on  prend  pour  unité  de  force  accélé- 
ratrice f , qui  correspond  à l’unité  de  vitesse^,  on  a 
^=g.  Ainsi  nous  prendrons  pour  unité  de  force  accé- 
lératrice , la  force  qui  dans  l’unité  de  temps  meut  l’u- 
nité de  masse  avec  l’unité  de  vitesse  ; alors  la  fonc- 


devient 


167.  Si  on  laisse  tomber  divers  corps  dans  le  vide,  leur 

vitesse  est  la  même  quelle  que  soit  leur  masse  , donc 
les  forces  accélératrices  sont  indépendantes  de  la 
masse.  La  force  motrice  prend  alors  le  nom  de  poids, 
et  est  représentée  par  gm.  L’expérience  prouve  que 
pendant  1"  un  corps  pesant  parcourt  ; or, 

s=  si  /=l",g;=2X 4, 9088=9, 8088  : donc /a  force 

accélératrice  est  le  double  de  l’espace  parcouru. 

168.  Nous  venons  de  considérer  le  mouvement  d’un 
corps  soumis  à l’action  d’une  force  agissant  constamment 
sur  lui  avec  la  même  intensité,  occupons-nous  mainte- 
nant du  mouvement  d’un  corps  sollicité  par  une  force 
dont  l’intensité  varie  avec  le  temps  ; le  mouvement 
qui  a lieu  dans  ce  cas  s’appelle  mouvement  varié.  En 
désignant  la  force  dont  il  s’agit  par  P,  on  aura 
P=f(t) , et  pour  la  force  accélératrice 
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donnons  au  temps  t un  accroissement  înBniraent  petit 
ûf , il  en  résultera  un  accroissement  a<»  pour  la  vi- 
tesse : si  la  force  accélératrice  était  constante  et  égale 
à <p,  on  aurait 


mais  cette  force  varie  d’intensité  dans  l’instant  M ; 
donc  si  Ÿ,  et  ip,  représentent  les  valeurs  maximum  et 
minimum  de  cette  force  durant  l’instant  U,  il  est 

clair  que  ± ~ sera  plus  petit  que  ip,  et  plus  grand 

que  »,  ; on  peut  poser 


= F(<+0M), 


passant  aux  limites  il  vient 


±<iw=F(t)dt  = fd/=  — rf/  ; 


on  a d’ailleurs 


d’où 





2m  » d » = d(m  M*)  = ± 2/jd$  , 

mu*  est  ce  qu’on  nomme  la  force  vive  de  la  masse. 


on  déduit  de  là 


)’ — m»o*=±  2 \ pds. 

JS 


S n. 


Exemples  du  mouvement  rectiligne. 

169.  Supposons  que  la  force  ^ soit  constante  et  qu  il 
s'agisse,  par  exemple,  du  mouvement  vertical  d’un  corps 
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qui  tombe  dans  le  vide  en  vertu  de  la  pesanteur.  La 
pesanteur  est  en  effet  une  force  constante  lorsque  les 
espaces  parcourus  sont  très  - petits  par  rapport  au 
rayon  de  la  terre. 

Le  corps  tombant  vers  le  centre  de  la  terre , le  mou- 
vement est  uniformément  accéléré,  et  on  a , d’après 
ce  que  nous  avons  vu  dans  le  $ précédent , les  deux 
équations 


et 


«’=  W„*±  ig  (s Soi . 


i|ui  deviennent , en  supposant  Tespace parcouru  compté 
dans  le  sens  du  mouvement, 

, !..*=6..’+2g'(s— j„) , 

' pouvant  avoir  diverses  valeurs. 

Si  on  suppose 

6>,=0,  slo«  u=‘2gs-, 

si  l'on  appelle  a la  vitesse  acquise  en  tombant  d’une 
hauteur  h , on  aura 

a=V  -Jgh , 

ce  qui  fournit  une  expression  commode  d’une  vitesse 
quelconque,  au  moyen  de  la  hauteur  d’où  un  corps 
pesant  devrait  tomber  pour  l’acquérir,  et  de  la  vitesse 
constante  g. 

Si  le  corps  avoit  déjà  un  mouvement  en  sens  in- 
verse de  la  pesanteur  au  moment  où  cette  dernière 
commence  à agir  sur  lui , le  mouvement  est  retardé. 
Si  l’on  compte  les  espaces  parcourus  dans  le  sens  de 
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la  vitesse  initiale , et  par  conséquent  en  sens  contraire 
du  mouvement , il  vient 


pour  avoir  l’instant  ou  le  point  où  la  vitesse  d'un 
corps , lancé  par  exemple  de  bas  en  haut , devient 
nulle  , il  suffit  de  poser 

So=  0 et  e.i„’=  2gs , 

ce  qui  montre  que  cela  a lieu  lorsque  l'espace  par- 
couru 5 est  tel  qu’un  corps  pesant  tombant  librement 
sans  vitesse  initiale,  le  parcourrait  dans  le  même 
temps  que  le  mobile  dont  il  s’agit,  c’est-à-dire  qu’un 
corps  pesant  lancé  du  bas  en  haut , s’élève  dans  le 
vide  à la  hauteur  doit  il  devrait  tomber  pour  acqué- 
rir cette  même  vitesse,  et  que  le  temps  de  son  éléva- 
tion est  le  même  que  celui  de  sa  chute. 

Admettons  que  la  pesanteur  cesse  d’agir  sur  un 
corps  pesant  tombant  vers  la  terre,  et  que  d’ailleurs 

alors 

f = ^,  w’=2^s  ; 

Si  la  pesanteur  cessed’agir  seulement  après  un  tempst, 
le  corps  parcourra  dans  le  même  temps  un  espace 
sl=gt',  c’est-à-dire , double  du  premier. 

170.  Soit  que  le  mobile  monte  ou  descende  sur  un 
incliné  , il  suffira  pour  avoir  les  équations  de  son  mou- 
vement de  mettre  ^sin.O  à la  place  de^,  désignant 
par  0 l’angle  du  plan  incliné  avec  l’horizon.  Dans  le 
cas  de  la  chute  on  aura  donc 
fftWn.O 

w =g'tsin.9,  s ^ U ==  igs.  bui.  0 , 
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Ainsi,  en  appelant  / la  longueur  du  plan  incliné,  h 
sa  hauteur , et  K la  vitesse  acquise  par  le  mobile , 
quand  il  aura  parcouru  toute  cette  longueur  on  aura 


K*=  2gls  sia  .9  = igh , 

ce  qui  montre  que  si  l’on  a plusieurs  plans  inclinés 
aboutissant  au  même  plan  horizontal,  un  même 
corps  les  parcourra  tous  en  consert^ant  la  même  ui- 
tesse  finale. 

171.  Soit  AD  le  diamètre  vertical  d’un  cercle  ABD  : ^'S-  4®- 
si  l’on  pose 

AB  = /,' AC  = A, 

et  si  l’on  désigne  par  t le  temps  qu’un  mobile  met  à 
(larcourirla  corde  AB, on  aura, d’après  ce  qui  précède. 


J gsin.Ot' 


ïi  OÙ 

1 

if'’ 

/ 

sin.9 

~ 2 ’ 

or. 

l 

siti.6 

= AD, 

ainsi 

AD 

II 

couru  verticalement  dans  le  temps  t.  AD  est  donc 
l’espace  vertical  que  le  corps  parcourrait  dans  le  temps 
t qu’il  met  à parcourir  AB.  Dailleurs , ce  que  nous 
avons  dit  de  AB  , s’applique  à une  corde  quelconque 
partant  du  point  A : donc  toutes  les  cordes  inscrites 
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dam  un  même  cercle , à partir  de  l’extrémité  d’im 
diamètiv  veitical , sont  décrites  dans  le  même  temps 
par  des  mobiles  partant  de  cette  extrémité. 


Passons  maintenant  nu  mouvement  rectiligne  d’un 
corps  pesant. 

•S  4i)-  1”2.  1°  Lorsque  l’intensité  de  la  pesanteur  varie  en 

raison  inverse  du  carré  des  distances  à un  point  fixe  et 
que  le  mouvement  se  fait  dans  le  vide. 

Soit  WN'  un  grand  cercle  vertical  de  la  terre,  A le 
point  de  départ  du  mobile  dans  ce  plan,  B sa  position 
au  bout  du  temps  t,  sur  la  droite  AO  qui  aboutit  au 
centre  O de  la  terre;  soit  g l'intensité  de  la  pesanteur 
.à  1a  surface  de  la  terre,  R le  rayon  de  celle-ci , s l’es- 
pace parcouru  dans  le  temps  t , tf  l’action  de  la  pe- 
santeur après  ce  temps,  on  a 

_ _ gR’ 

dl  (co — 'S)‘ 

(car  g : V ••  (t'o — *)' • ^ CCS 

deux  équations  l’une  par  l’autre , on  a 


intégrant  à prlir  du  point  de  départ,  il  vient 


f/.T 


Quand  le  point  matérielaura  parcouru  la  moitié  de 
la  distance 
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el 

O)  = ■■  ; 

mais  alors 


ro 


désignant  par  a'  le  carré  de  la  vitesse  acquise  nu  mi- 
lieu . on  a 


et  par  suite 


To — s ro—s 


Si  l’on  considère  un  espace  parcouru  dans  un  teni|>s 
très-court , l’espace  s est  très-petit 

, a's  a's 


Ainsi 


pesant 


6) 


■J=2g',  : 


donc  , dans  les  premiers  moments  de  la  chute , le 
mouvement  est  uniformément  accéléré. 

Cherchons  maintenant  une  relation  entre  le  temps 
et  l’espace  parcouru  , ou  la  vitesse  acquise  au  bout  de 
ce  temps  ; or,  nous  avons 


ds 

^7t' 


d’où 


U 
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inlégrant  par  parties  à partir  de  t—O,  il  vient 


mais 


is  de  l'équation 


s «O  , du 

l— I s ~ : 

" "•  Juo 


on  tire  s = 


« To 


on  a donc 


r i> — s cü 


S Sif  o>o/* O 

C*»  (:)  ^ ^ 


puisque  Sa  et  u,  ne  sont  autre  chose  que  l’espace  et  la 
vitesse  à l'origine  du  mouvement.  On  déduit  de  là 

ura  du  uro  To  U 

l—  1-rol  -T ; = - ■ arc  taiic.  - ; 

u+a'  ! w+a  «'+a*  a ® a 

V O 

les  deux  équations  du  mouvement  sont  donc 


. t- 


- H — ai<c  tang.  — . 


Tu — J U a a 

173.  2”  Lorsque  l’intensité  de  la  pesanteur  varie  en 
raison  directe  de  la  distance  à un  point  fixe. 

C’est  ce  qui  a lieu  pour  un  corps  en  mouvement 
dans  l’intérieur  de  la  terre.  Dans  ce  cas , on  a 

ds 

7t 

d’où 

'2udu  = ^ (R — *)  d$,  (2R — s)  s , 


du  S — 


R 


et  par  suite 


? = R± 

ou  en  substituant  pour  u sa  valeur^ 


(«R)  = 


Rr/v 


Rds 


Kï(:iR— *)  I^R'— (.v-R)‘ 
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et 
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(^R)'^R  arc  cos. 


tirant  lu  valeur  de  s,  on  obtient 

s.(- 


R— f 

ir’ 


t=R  |l- 


ou  bien , eu  représenUtnt  par  z la  distance  du  mo- 
bile nu  centre  ilxe , 

. / g' 

s=r — s-=rcos.t  y y- 

K 

Si  dans  cette  valeur  on  donne  successivement  à t les 
valeurs 

,>/î  eu 

^..V  ^,eU„ 

les  valeurs  de  z correspondantes  sont  «=0,  z= — R,  etc . , 
tandis  que  celles  de  s sont  i=R,  s= — R,  etc.  : ce  qui 
moutre  que  la  dist;ince  z sera  nulle,  ou  que  le  mo- 
bile atteindra  le  centre  d’attraction  (ici  le  centre  de  la 


terre),  au  bout  d’un  temps  égal  à 

suite  de  part  et  d’autre  de  ce  centre  des  oscillations 
dont  l’amplitude  et  la  durée  constantes  seront  la  di- 

- , 1 ,/R“ 

stance  ou  rayon  R et  le  temps  - 

17^.  3°  Lorsqu’on  a égard  à la  résistance  du  milieu, 
la  pesanteur  étant  supposée  constante. 

Si  le  corps  se  meut  en  sens  contraire  de  la  pesan- 
teur, ou  de  bas  en  haut,  m étant  la  masse  du  corps,  g 
l’action  constante  de  la  pesanteur,  et  la  résisLince 
du  milieu , la  valeur  de  la  i'orcc  motrice  P sera  gm-^-f[m), 
cl  on  aura 

1.1 
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_ _ ftr'^+A'-'))  _ _ / , A'-‘) 

dl  \ m j m 

d’oi'i  , en  intégrant , 


y(-.i)  étant  nécessairement  une  quantité  positive,  il  est 
évident  que  le  deuxième  membre  est  plus  grand  que 
g/,  abstraction  faite  du  signe.  Ainsi,  la  l’itcssc  du  mo- 
bile sera  plutôt  nulle  que  s il  sc  mouvait  dans  le  vide, 
ce  qu’on  pouvait  prévoir. 

Si  le  corps  descend  et  se  meut  dans  le  sens  de  la 
pesanteur,  on  a 

-iyi..))  dt. 


du  1 , 


d’où  w — ^ 


Supposons  que /’('»)  croisse  ou  décroisse  Indéfiniment 
avec  U,  on  verra  que  &>  ne  pourra  croître  ou  décroître 

au  debà  de  toute  limite.  En  eflet , si  — yC'»)  devient 


égal  à g , l'accroissement  de  la  vitesse  .à  cette  époque 
du  mouvement  sera  njul , et  il  n’y  aura  plus  de  raison 
pour  que  U change  de  valeur.  Gela  posé,  supposons 


d’abord queg—y^^^  soit  positif -,  alors  o>  croîtra  sans 
cesse,  et  par  suite  y croîtra  indéfiniment,  ce  qui 


ne 


ca\ 


peut  être  , car  il  faudrait  pour  ceh»  que  g— y^-- 


devînt  négatif,  ce  qui  exigerait  que  cette  quantité 
passât  par  xéro  , et  nous  avons  vu  que  , dès  l’instant 
où  cela  aurait  lieu  , U ne  pourrait  plus  varier.  Soit  b 
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la  plus  petite  valeur  de  . ü est  évident  que 

'•> — w„>Arf,  et  cela  quelle  que  soit  la  valeur  de  t;  il  faut 
donc  que  ft=0 , c’est-à-dire  que  la  limite  de  u sera 

donnée  par  J'{w)—mg.  Sig — ^ négatif,  on  aura 

il  est  encore  évident  que  oi  ne  pourra  décroître  au 
delà  de  toute  limite  ; car  alors  ^ — g changerait 

désigné,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu.  Soit  encore  k la 
plus  petite  valeur  deyj^  — ^ — g , on  aura 

«O ■'  t . 

quelle  que  soit  la  valeur  de  t.  Si  k diflérait  de  zéro, 
il  faudrait  donc  que  m= — coau  bout  d’un  temps  in- 
fini , ce  qui  est  inadmissible  ; on  a donc  k=0 , et  la 
limite  de  w est  donnée  par  J{u)=mg. 

175.  Jusqu’à  présent  nous  avons  laissé  indépendante 
la  valeur  de  J‘{<a)  : supposons  maintenant  que  la  ré- 
sistance du  milieu  est  proportionnelle  au  carré  de  ki 
vitesse,  et,  en  outre,  que  le  milieu  a partout  la 
même  densité,  afln  que  la  force  accélératrice  ne  dé- 
pende que  de  la  vitesse.  Pour  fixer  les  idées  , nous  ad- 
mettrons que  le  mobile  est  une  sphère  homogène. 

Le  rayon  de  cette  sphère  pesante  étant  R,  p sa 

4 

densité  moyenne,  et  m sa  masse,  on  a m=  -T.R’p.  Si, 

«J 

après  un  temps  ( , elle  se  meut  pendant  l'intervalle 
At , en  appelant  D la  densité  constante  du  milieu,  u la 
masse  de  fluide  déplacé , le  volume  de  ce  dernier  sera 
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I ^(î — Za)dxdy  — Z — 5o  = A/.rR*w  , 

(X  — Af;;R'Du  , 

et  par  suite  la  quantité  de  mouvement  correspondante 
à cette  masse  sera 

ft«  = TtR’u’DA/  : 

or  , des  considérations  théoriques  confirmées  par  l'ex- 
périence ont  prouvé  que  la  résistance  f (-0  est 
proportionnelle  à la  quantité  de  mouvement  fia  ; on  a 
donc 

/Xa")  3 A/.Dv*  XZ.D 

^ = const.  X - = -R-  “ . 

m \ Ko  Ko 

3 

en  faisant  entrer  - At  dans  la  constante  a.  Si  on 

4 


pose  encore 
il  viendra 


/?Rp  ’ 


m ® ’ 


Cela  posé , s’il  s'agit  du  mouvement  ascensionnel , 


nu 


bien 


dm 

bda 
1 +l>‘a 


T-:  =—gdt  , 


= — bgdl  ; 
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l'inté^^ralioD  donne 

arc  tang.  bu — arctang.  buo  = — gbl , 
ou 


. . . buo — XAna.lbgl) 

i.  = Ung.  (arctang.  K -5*0=  t"  „ i 

telle  est  la  relation  qui  existe  entre  le  temps  et  la  vi- 
tesse. Il  reste  à établir  une  deuxième  équation  entre 
l’espace  et  la  vitesse  ; or  nous  avons 


du 

l+b’w* 


= —gdt,u 


ds 
It  • 


multipliant  ces  deux  équations , on  obtient 

udu 


1 -f*  ^ W* 


OU 


et , en  intégrant , 

/(1+AV)— /(i+è’«„*)=si  — 26V*  : 

nn  déduit  de  là 

^l+à’w*N 


ou  bien 


/l+ô  U \ 

'(iîSv)=-“'' 


1 + 6V  _ 


i+b' 


0)0 


Nous  désignons  ici  par  / un  logarithme , et  par  e la 
base  du  logarithme  népérien,  e=2. 7182818. 

Pour  avoir  l’espace  parcouru , il  suffit  de  trouver  la 
valeur  de  s correspondante  à oi=0  ; on  a donc 

/(1+*W) 


{ '98  ) 

Cjonsidérons  enfin  le  mouvement  de  haut  en  bas; 
dans  ce  cas 


or,  le  premier  membre  de  cette  équation  revient  ci 

bd'i<  bdti 
l+^M  1 — b(j>' 

on  a donc 

(rs;  + CT.)''" 

en  intégrant , on  obtient  évidemment 
/ (1+H— ^(1— M — [ /(l+6»o)— /(l-  1 =2^5-' , 


c'est-à-dire , 


Si  l’on  fait  *>.=0,  auquel  cas  la  vitesse  initiale  est  nulle, 
il  vient 


ce  qui  revient  à 
d’où 


1 + but 
i — but 


■-e^. 


hui  = 


e”**4-r 
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Cherchons  actuellement  une  relation  entre  l’espace 
et  la  vitesse  ; pour  cela  éliminons  t au  moyen  des  équa- 
tions 

, ds 

en  multipliant  ces  deux  équotious,  il  vient  d’abord 


OU  bien 


. rr- 

1 — 0 w 


et  l’intégration  donne 


— ( /(i_iV)— /(l— y».’) } = ; 

le  signe  moins  provient  de  ce  que 

= d = -(-  d.  - i 

1-6V  ’t-tV  V 1-6V/  ^ 


Si  w,=0  , alors 
ou 

ou  bien 


/(l— iV)  = — 2^6*î. 
1— i.V=e-^**‘, 
iV=l— e-^S*’*. 


176.  Comparons  maintenant  nos  deux  formules  , et 
voyons  ce  qu’elles  contiennent-,  la  première 

e’»“— 1 


= - 


1 — e 


•iÿ4t 


revient  à 


( 300  ) 


et  la  dcuxièinc  est 

iV=  1— . 

ou 

on  voit  que  si  s et  t augmentent  indéfiniment , la  vi- 
tesse U s’approche  sans  cesse  de  la  limite  1 =a , et  que 

le  mouvement  tend  4r  devenir  uniforme , résultat  qui 
s’accorde  avec  celui  auquel  nous  sommes  parvenus 
lorsq'ue  la  nature  de  f{<^)  était  encore  inconnue. 

Eliminons  u pour  avoir  une  relation  entre  l’espace 
parcouru  et  le  temps.  Or,  de 

iV=l— c-^’* 

ou  tire 

(I— 6«)  = 

Si  le  mobile  est  un  corps  léger,  u approche  bientôt  de 

la  limite  1.  Posons  donc  1 — ba  = i ( « étant  une  très- 
b 

petite  quantité  ) , alors 

1 +ôu  .=  2 — f , 
et  l’équation  précédente  devient 

2i— (a) 

de  même  en  introduisant  X dans 

1 


on  obtient 


et 


2<r— ’ÿ*' 
2— 1 = 


1+e 


pîJB  » 


en  multipliunt  celte  équation  par  l'équation  (a) , on 
obtiendra 

(2— : 


ï étant  très-petit , on  peut  le  négliger,  et  il  reste 

g» 

d’où 

2/.2=  igb(t — bs)-, 
donc  on  a à peu  près 

1 ( 2/.2\ 

* Â V gb)' 


relation  cherchée. 


On  peut  avoir  une  relation  plus  rigoureuse  entre 
set  t;  en  eiiet,  des  deux  équations 

1 


tirons  les  valeurs  de  iV  ; en  égalant  ces  valeurs , il 
viendra 


(1) 


l_e— ag-i’i 


(1  -t-c"’»*')*  ' 


mais  comme  l’équation  entre  s et  t sert  principale- 
ment à trouver  la  constante  6,  cette  dernière  équa- 
tion donne  la  valeur  de  6 en  expression  transcendante, 
tandis  que  la  relation  précédente  donne  pour  b une 
valeur  finie.  Du  reste,  on  peut  employer  l’équation  du 
deuxième  degré  pour  avoir  une  valeur  approchée  de 
b,  et  par  la  substitution  dans  la  valeur  précédente  on 
obtient  une  relation  plus  exacte.  En  général , si  on  a 


( 202  ) 

F (u)=0,  et  ijue  b toit  une  valeur  approchée  de  on  a 
F{6+i)  = F(6)  + 5F(i+ei)=0, 

d’où 

F(i) 

‘ F(ù-Ht)’ 

e et  fêtant  des  quantités  très-petites,  F (A-J-Oi)  dif- 
fère peu  de  F(è).  Celte  méthode  a l’avantage  de  faire 
connaître  la  limite  de  l’erreur  en  faisant  ^=0,  6=1. 


L’équation  (1)  donne  aussi  immédiatement 
/;» b-\ =0, 

5 gi 

en  eflet,  elle  peut  se  réduire  à 

1 _ e-aÿi*/  = ( 1 _ ( 1+ e— '^')-*  i 

développant  et  ne  prenant  <jue  les  premières  puis- 
sances de  il  vient 

(t— i 


d’où 

ou 

ou  bien 


= — 2l.'2+Qgbl , 


b> b-i =0, 

5 gS 


et  c'est  là  l’équation  trouvée  plus  haut. 


S ni. 


Mouvement  rectiligne  de  pUuieurs  corps  agissant  les  uns 
sur  les  autres.  Expression  de  la  force  vive  du  système. 

177.  Considérons  plusieurs  points  matériels 
A,A',A",  etc. , se  mouvant  suivant  l’axe  des  x en  vertu 
des  forces  attractives  ou  répulsives  <fii’ils  engendrent  ; 
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cette  manière  de  poser  les  données  de  la  question  n’ôte 
rien  à sa  généralité,  car  nous  pouvons  toujours  rem- 
placer les  corps  par  les  centres  de  gravité  où  on  con- 
centre leurs  masses. 

Soient.r,x',x',  etc. , les  coordonnées  variables  de  ces 
points,  etc.,  leurs  masses  respectives,  et 

etc. , leurs  vitesses.  Désignons  en  outre  par 
R, R', R", etc. , les  forces  attractives  ou  répulsives  de  ces 
points,  et  par  P, P*, P",  etc.,  les  forces  moléculaires 
résultantes  qui  agissent  sur  chacun  d’eux. 

Les  équations  du  mouvement  du  point  A seront 


Æ)  , ds 
dt  dt 


( P est  de  la  forme  P=zirR±R'± , etc.)  ; on  peut  écrire 
ces  formules  autrement,  car  on  a 


ainsi 


±j  = x — et  ±d$=djc\ 


m 


dt' 


:±P,« 


(1) 


dans  la  valeur  de  w il  faut  prendre  le  signe  plus  ou 
le  signe  moins  , suivant  que  le  point  se  meut  dans  le 
sens  de  la  vitesse,  ou  en  sens  contraire.  Quant  au 
signe  de  P,  mettant  pour  u sa  valeur  en  æ,  il  vient 


on  prendra  le  signe  plus  ou  moins  suivant  que  la  force 
P est  dirigée  dans  le  sens  des  x positifs  ou  négatifs  ; 
car  si , par  exemple , la  force  est  dirigée  dans  te  sens 
des  X positifs,  on  devra  prendre  le  signe  plus  dans  (1), 
alors  (2)  sera  positif.  Désignons  les  valeurs  absolues 
de  P, P', P ”,  etc. , par  X,X',X",  etc. , alors  on  aura 
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[a)  m -t-;-  = X = ±R±:R',  clc., 
al 

fVj/ 

ni'  — PP  = X'  = ± R ± R',  etc. , 
dt 


de 


- = X"  = ±R'±R",  etc.: 


en  intégrant  ce«  équations,  on  aurait  les  équations 
du  mouvement  de  chaque  point.  Généralement  cette 
intégration  ne  pourra  se  faire  , mais  on  peut  tirer  de 
ces  équations  quelques  conséquences  importantes. 

Ajoutons  ensemble,  et  membre  à membre,  les  équa- 
tions [a) , il  vient  ainsi 

d*x  , d’x'  V VI 

+ w +...etc.  =X  + X+...  = 0 ; 

en  intégrant , on  obtient 

dx  , dx' 

(0)  m—r  +m  —r  +...=const.  : 
dt  dt 

Soient  , etc. , les  vitesses  à l’origine  du  mouvement 
aitx  points  A, A',  etc. , on  aura 

dx  dx'  , 

etc.; 

donc  en  mettant  pour 

dx  djd 

dT ’"“=•> 

leurs  T.ileurs  daus  l’équation  {b) 

dx  dx'  , 

m — — -J-  +...  etc.  =ot«.4-/«  *»,+..  etc.  : 
at  dt 


or,  on  sait  que  si  { est  l’abscisse  du  centre  de  gravite 
d’un  système  de  masses  etc.,  séparées  parles 


( 3o5  ) 

distances  x — x*.  x' — x",  etc.,  la  position  de  ce  rentre 
de  gravité  sur  l'axe  des  x est  donnée  par  l’équation 

mx+m'x'+m"x"-\-  etc.  = (/«+/»»'-+- ; 
difiérentiant , il  vient 

dx  , dx'  , , dî 


donc,  en  vertu  de  (b) 


{m  -P  m'+  m"+elc.  • ^ ■ • > 


si  les  points  étaient  simplement  sollicités  par  les  vi- 
tesses ainsi  que  la  vitesse  du  même  centre  de 

gravité  lorsque  les  points  matériels  sont  sollicités  à 
la  fois  par  les  vitesses  initiales  et  les  forces  moléculai- 
res : si  donc  etc.,  sont  des  constantes,  la  vitesse 
du  centre  de  gravité  sera  constante,  et  son  mouve- 
ment uniforme.  D’où  résulte  ce  théorème  : lorsque 
lies  mobiles  se  meuvent  en  vertu  de  vitesses  initiales 


constantes  et  de  leurs  attractions  ou  rèpidsions , le 
centre  de  gravité  du  système  se  meut  d'un  mouve- 
ment uniforme  avec  une  vitesse  constante , et  qui  par 
conséquent  n’est  pas  altérée , quels  que  soient  les  ej- 
fets  des  forces  moléculaires. 

178.  On  appelle  force  vive  d'un  point  matériel , ou 
plus  généralement  d’un  corps  dont  tous  les  points  ont 
la  même  vitesse,  le  produit  de  sa  masse  par  le  ciirré 
de  cette  vitesse. 
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^ous  avons  établi  l’équation 

djc  ,dj-'  , , , , , . 

m —r  +m  — ; — = /«w  t-n» u +...ctc.; 
dt  dt  « • 

de  même  en  multipliant  les  équalions  (a)  respective- 
ment par 

dx  dx' 


il  vient 

d^x  dx  , tf  j/  dx' 


(Txdx  ,(Px' dx  , dx  \ 

_ +m  -j-  + etc.=:±R(  — — ) 

di  dl  dt'  dt  \dt  dt  / 

, „ , / dx  dx"\ 

d’ailleurs  des  équalions 


on  déduit 


, dx'  „ dx' 


OU 


, ttx  . , , , (Vjé  , , 

^dv>  = — — dx , w Où)  = — — dx , etc. , 
dt  ’ dt 

, (Tx  , , , , , , ffj:'  . , 

nu>idv=:m  dx,madd  = m — 
dt'  ’ d^ 


Ainsi  l’équatioH'  précédente  se  change  en 

mù)</w+m'ù)'</w'+etc.  = rt  R {dx — dx')  i R'  {dx  — dx") 

± etc.,* 

St  l’on  pose 

x' — x=r,  xf — x=r',etc., 

alors 

dx  — dx=  dr,  dx!' — dx  = d/,  etc. , 
et  par  suite 

mt,\dv‘  -t-  )n'tu'd’ù'+. .. . =rp  Re?rip  R'///-'  If  etc.  ; 
r^.d„  , etc.,  clanllcs  valeur.s  de  r,i' ...  correspondantes;» 
on  obtient  par  l'intégration 
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(c)  /n'w  . , — (üf /hVj>  +) 

R'<ir^etc. 

Telle  est  l’équatioa  des  forces  vives  du  système,  et 
qui  fait  cenoaltre  la  variation,  de  kt  force  vive  de  ce 
dernier. 

Si  nous  ne  considérons  que  deux  points  matériels, 
l’équation  des  forces  vives  se  réduit  à 


ntu+m'u" — = db2 


Vkdr. 


On  adoptera  le  si(;ne  supérieur  ou  inférieur,  suivanX 
que  la  force  R sera  attractive  ou  répulsive.  Si  l’on 
suppose  les  vitesses  initiales  nuUes  , on  aura  simple- 
ment 

mru*+m'J'=  ^ Re?r. 


Si  la  force  est  attractive,  on  doit  prendre  le  signe 
moins,  et  le  premier  membre  étant  essentiellement 
positif,  le  deuxième  sera  égala  (r„ — r)R,,R^  étant  une 
valeur  moyenne  de  R entre  les  deux  limites  r,ro  : il 
finitdoDC  que  r„>r,  c’est-à-dire  que  les  corps  se  sont 
rapprochés;  on  vérifierait  de  même  que  les  deux  coq>s 
se  sont  éloignés  dans  le  cas  d’une  force  répulsive. 


S IV. 

Lois  du  choc  des  corps  en  mouvement  rectiligne. 

179.  Coasûlérons  deux  corps  sphériques  homogènes, 
ou  plus  généralement  deux  corps  homogènes  dont  la 
figure  est  celle  d^un  solide  de  révolution.  .Admettons 
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(|ue  les  axes  de  ces  deux  corps  étant  placés  dans  une 
même  ligne  droite,  ils  se  meuvent  dans  le  sens  de 
cette  ligne  avec  des  vitesses  dillérentes.  Lorsque  les 
deux  corps  viendront  à se  rencontrer , il  y aura  choc; 
c’est-à-dire  que  les  corps  exerceront  pendant  un  petit 
intervalle  de  temps  un  eflort  l’un  contre  l’autre , et 
qu’ensuite  cet  eQort  ayant  cessé  , ils  continueront  à 
se  mouvoir  suivant  la  même  ligne  avec  des  vitesses 
dillérentes  de  celles  qui  avaient  lieu  à l’instant  où  le 
choc  a commencé.  Il  s’agit  de  rechercher  les  circon- 
stances de  ce  phénomène , et  principalement  de  déter- 
miner s’il  est  possible , d’après  la  connaissance  des 
masses  resjiectives  des  corps  et  de  leurs  vitesses  ini- 
tiales , les  valeurs  des  vitesses  iinales  qui  out  lieu 
quand  le  choc  est  terminé. 

Il  est  nécessaire,  pour  se  former  des  idées  exactes  sur 
ce  sujet , d’avoir  égard  à la  propriété  des  corps  solides, 
désignée  sous  le  nom  d’élasticité , c’est-à-dire  à la 
faculté  qu'ils  présentent  de  changer  un  peu  de  ligure 
lorsqu’un  effort  est  exercé  sur  une  partie  de  leur  sur- 
face , de  résister  à ces  changements  , et  de  reprendre 
d’eux-mêmes  complètement  ou  en  partie  , quand  l’ef- 
fort a cessé , leur  ligure  primitive.  Lorsque  deux  corps 
viennent  à se  choquer,  ils  exercent  l’un  contre  l’autre 
un  effort  dont  l’intensité  varie  pendant  la  durée  du 
choc,  et  par  l’effet  duquel  la  ligure  de  leur  surface 
suhit  près  du  point  de  contact  une  légère  altération  , 
que  nous  désignerons  par  le  nom  d’ impression.  La 
profondeur  de  l’impression  est  d’autaut  plus  grande 
que  l’effort  exercé  est  plus  grand , et  il  existe  en  gé- 
néral une  relation  entre  l’effort  exercé  et  la  profon- 
deur de  l’impression  produite,  qui  dépend  de  la  ligure 
et  de  la  constitution  physique  du  corps. 
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(Considérons  deux  corps  dont  les  musses  sont  m,m’, 
soumis  à des  vitesses  initiales  séparés  par  un 

espace  r„,  et  exerçant  l’un  sur  l’autre  une  force  ré- 
pulsive R : d’après  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  pa- 
ragraphe précédent , on  a 

(o)  /«'.l’+m'w™ — = 2 

Cette  équation  est  fonction  der,  et  donne  la  variation 
de  la  force  vive.  Si . comme  nous  l’avons  dit , nous  sup- 
posons que  ces  deux  corps  sont  des  sphères  ou  des 
volumes  de  révolution , ayant  leurs  masses  concen- 
trées en  leur  centre , au  moment  où  ces  deux  corps 
entreront  dans  la  sphère  d’activité  l’un  de  l’autre  , la 
vitesse  initiale  de  chacun  d’eux  décroîtra  et  la  ma- 
tière élastique  fera  naître  de  part  et  d’autre  des  ré- 
pulsions égales  pour  chaque  moment  infiniment  court, 
mais  d’autant  plus  grandes  que  les  couches  élastiques 
comprimées  augmenteront.  11  arrivera  néanmoins  que 
la  pression  élastique  atteindra  son  maximum,  et  le  mo- 
ment sera  celui  où  les  pressions  pourront  contreba- 
lancer les  vitesses.  Dès-lors  les  vitesses  initiales  se- 
ront détruites  et  les  corps  se  repousseront,  de  manière 
que  les  segments  élastiques  ou  comprimés  repasseront 
parleurs  premiers  états  naturels,  se  repoussant  avec 
des  pressions  égales  ù celles  qui  les  avaient  déjà  com- 
primés. 

Les  notions  précédentes  ne  suffisent  pas  en  générai 
pour  la  détermination  des  vitesses  finales  de  deux  corps, 
entre  lesquels  un  choc  a eu  lieu.  11  est  absolument 
nécessaire  de  prendre  en  considération  pour  cette  dé- 
termination la  constitution  physique  de  chaque  corps; 

U 
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c’est-à-dire  la  nature  des  forces  intérieures  qui  le  con- 
stituent et  par  lesquelles  il  résiste  aux  changements  de 
figure,  et  tend  à reprendre  complètement  ou  en  partie 
sa  figure  primitive  quand  cette  figure  a subi  quelque 
altération.  Cependant  il  existe  deux  cas  particuliers  , 
où  la  détermination  dont  il  s’agit  peut  être  effectuée, 
et  qui  doivent  être  distingués  parce  qu’ils  présentent 
des  limites  dont  la  considération  est  toujours  utile 
dans  les  applications. 

180.  Le  premier  cas  est  celui  où  l’on  supposerait  les 
corps  parfaitement  élastiques,  c’est-à-dire,  tels  que  les 
impressions  qui  y ont  été  formées  tendent  à disparaître 
complètement  et  sont  totalement  ellacées  après  que  les 
corps  cessent  d’agir  l’un  sur  l’autre  , ce  qui , en  géné- 
ral , ne  se  passe  pas  tout  à fait  ainsi.  Dans  cette  sup- 
position, sir„  est  la  distance  des  centres  des  deux  corps 
quand  ils  sont  en  conUict,  et  r la  même  distance  quand 
ils  ont  pénétré  dans  la  sphère  d’activité  l’un  de  l’autre, 
il  est  évident  que  quand  r redevient  égal  à ro  à la  fin 

du  choc  , l’intégrale  1 Rrfr  devient  nulle,  et  l’équation 
Jro 

(o)  devient 

cette  formule  démontre  qu’à  la  fin  du  choc  de  deux 
corps  élastiques  la  somme  des  forces  vives  est  la  même 
qu  avant  le  choc. 

181 . Le  deuxième  cas  est  celui  où  l’on  supposerait  la 
nature  du  corps  telle  que  quand  une  impression  y a 
été  formée,  elle  se  conserve  sans  que  les  corps  tendent 
nullement  à revenir  à leur  figure  primitive , comme 
cela  arriverait  pour  deux  sphères  de  plomb  ; il  est  vi- 
sible qu’alors  le  choc  est  fini  lorsque  les  impressions 
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ont  atteint  leur  maximum , et  que  les  corps  ne  se  di- 
lateront pas  après  le  choc.  Ainsi  l’intégrale  ci-dessus 
ne  serait  pas  nulle , et  l’équation  (o']  n’est  pas  géné- 
rale ; mais  après  le  choc  on  peut  considérer  les  masses 
comme  n’en  faisant  qu’uuc , alors  les  vitesses , repré- 
sentées par 

dx  dx! 

dt’  lü' 

sont  égales , ou 

dx  dod 

et  comme  d’aiUeurs  on  a 


^ ^ , - ; 

m-j-  ^ , 

ut  ut 


on  en  déduit 


dx 

dt  ' 


pour  la  vitesse  commune  des  deux  masses  n : on  voit 
que  dans  le  choc  de  deux  corps  non  élastiques , la 
vitesse  commune , après  le  choc , est  celle  du  centre  de 
gravité  du  système  des  deux  masses  supposées  élas^ 
tiques. 

Si  rn  est  en  repos  avant  le  choc  , et  qu’à  raison  de 
sa  densité  cette  masse  soit  infiniment  grande  à l’é- 
gard de  m , on  aura  sensiblement  n=u  : la  masse  m' re- 
présentera alors  un  obstacle  fixe  ; et  le  corps  dénué 
d’élasticité  sera  réduit  au  repos  paf  le  choc  contre  cet 
obstacle. 

182.  Revenons  au  cas  de  deux  corps  élastiques,  et 
cherchons  les  vitesses  «,(.>'  de  chaque  masse  après  le 
choc.  Ces  vitesses  sont  données  par  les  deux  équations 
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II» 

m ^ 4 m =rffiw^  mw„, 

dx'  , dJ' 

»»— pT+m  — TT- = /n«"  ±m'»V, 

dt  de  ° ’ 

pour  résoudre  ces  deux  équations  mettons-Ies  sous  les 
formes 

ces  équations  sont  évidemment  satisfaites  en  posant 

dx  da!  , 

mais  il  est  évident  que  ce  ne  sont  pas  les  vitesses  après 
le  choc.  En  effet , en  supposant  que  les  deux  mobiles 
aillent  dans  le  même  sens , et  que  le  premier  mobile 
ait  le  plus  de  vitesse , cette  vitesse  aura  été  diminuée 
par  la  force  répulsive  qui  agit  à l’instant  du  choc.  En 
analysant  ainsi  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter, 
on  verrait  que  les  vitesses  ne  sont  pas  les  mêmes  avant 
et  après  le  choc. 

Reprenons  l’équation 

d^e  dx" 

(/»)  m— +m'-^  =mw„’+m'».7, 


et  de  même 


(r)  = + 

divisant  (9)  et  (r)  on  aura 


w 
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dx  dx'  , , 

■ ^+«o=  — ^ +.“o  : 

dt  dt 


multipliant  cette  équation  par  m , et  l’ajoutant  avec 
la  précédente , il  vient 

(m  + ni)  + 2m'n'_  , 


d’où  l’on  tire 


(A)  _ 


dx 

dT 


et  de  même 


(ot — m')  Wo+  2m' w'^) 
m+m' 


(B)  . 


dx'  (m' — m)  w'„+  2 m U, 

dt  m+m' 


telles  sont  les  vitesses  des  mobiles  après  le  choc. 

Ces  deux  expressions  peuvent  être  mises  sous  la 
forme 


dx 

dt 


= U = 2il  — , 


— 

dt 


6.'  = 2u- 


183.  Si  la  masse  m'  est  regardée  comme  infinie,  à 
raison  de  sa  densité , par  rapport  à la  masse  m,  et  qu'on 
ait  iu'.=0  , on  aura  n=0  , et  par  conséquent  u= — u,  ; 
d’où  il  résulte  que  quand  une  sphère  douée  d'une 
élasticité  parfaite  vient  frapper  un  obstacle  fixe , elle 
est  réfléchie  avec  une  vitesse  égale  et  contraire  à celle 
qiielle  avait  avant  le  choc;  s’il  s' agit , par  exemple , 
f une  sphère  pesante  qui  tombe  dans  le  vide  sur  un 
plan  horizontal  et  inébranlable , elle  devra  remonter 
à sa  hauteur  primitive. 

181.  Si  les  masses  m,F»'  sont  égales , l’équation  (s)  de- 
vient 


dx  djf  . , 


( ^>4  ) 

il  s’agit  d’avoir 

dx  dx' 

Tt'  ir  '' 

on  arrive  facilement  à cette  détermination  en  faisant 
dans  (A)  et  (B)  m=m',  et  il  vient 


dx  , dxf 

—T  = *>  . , — T- 


ily  a donc  échange  de  vitesses  dans  le  choc  de  deux 
mobiles  parfaitement  élastiques  , et  si  l’un  des  corps 
est  en  repos  avant  le  choc,  il  prendra  après  le  choc 
la  vitesse  de  celui  qui  vient  le  choquer  et  qui  demeu- 
rera lui-ménie  en  repos  en  cet  instant. 

n résulte  de  là  que  si  on  a une  série  de  billes  de 
masses  égales  , et  ayant  leurs  centres  rangés  en  ligne 
droite,  si  la  première  se  meut  suivant  cette  ligne,  et 
du  côté  des  autres  billes  de  manière  à choquer  celle 
qui  la  suit , les  chocs  se  transmettront  ainsi  jusqu’à 
la  dernière  qui  se  mouvra  seule  avec  la  vitesse  de  la 
première , tandis  que  toutes  les  autres  se  seront  mises 
au  repos  après  les  chocs  successifs.  De  môme  si  toutes 
les  billes  qui  suivent  la  première  étaient  juxta-posées  , 
la  première  bille  , en  choquant  la  série  de  celles-ci , se 
réunira  à la  série  qui  demeurera  en  repos  , excepté  la 
dernière,  qui  se  détachera  seule  avec  la  vitesse  de  la 
bille  choquante  ; c’est  ce  qu’on  peut  vérifier  avec  des 
billes  de  billard.' 


•T"  ' 
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CHAPITRE  IV. 

FORMULES  DU  MOUVEMENT  CURVIUGHB. 


S I"- 

Mouvement  curviligne  tfun  point  matériel  soumis  à des 
forces  accélératrices  quelconques. 

185.  Dans  les  questions  qui  viennent  d’étre  résolues  , 
le  mouvement  du  point  matériel  était  rectiligne , parce 
que  l’on  a supposé  ce  point  lancé  dans  la  direction 
même  de  la  force  de  la  gravité , et  parce  que  les  rési- 
stances ont  été  regardées  comme  des  actions  dirigées  en 
sens  contraire  du  mouvement.  Nous  considérerons 
maintenant  le  cas  général  où  un  corps  serait  soumis  à 
l’action  de  forces  quelconques,  dont  les  intensités  et 
les  directions  peuvent  varier  avec  le  temps  et  avec  la 
position  du  corps. 

Nous  avons  expliqué  comment  les  forces  étaient 
déBnies  et  évaluées.  Nous  considérons  ici  des  forces 
dont  l’action  est  continue  , telles  que  la  gravité.  Il  se- 
rait possible  que  cette  action  ne  s’exerçât  que  pendant 
un  temps  très-court , ce  sera  une  circonstance  parti- 
culière à laquelle  on  aura  égard  dans  le  cas  où  elle  se 
présentera.  D’ailleurs  , dans  la  nature  aucune  action 
n’est  rigoureusement  instantanée.  U y a deux  manières 
de  définir  une  force,  soit  en  donnant  en  unités  de 
poids  l’effort  qu’elle  exerce  contre  le  corps , soit  en 
donnant  en  unités  de  longueur  la  vitesse  qu’elle  peut 
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imprimer  à une  certaine  masse  dans  l’unité  de  temps. 
Quant  h la  direction  de  la  force , on  la  détermine  , 
comme  on  l’a  vu,  en  douiiact  les  angles  que  cette  di- 
rection fait  avec  trois  axes  rectangulaires. 

Nous  avons  également  expliqué  la  manière  dont  on 
exprimait  la  nature  du  mouvement  d’un  corps,  en  dé- 
termimant  sa  position  à chaque  instant  par  la  valeur 
de  trois  coordonnées  rectangulaires,  qui  sont  regar- 
dées comme  des  fonctions  variables  du  temps. 

Le  mouvement  que  prend  un  corps  résulte  néces- 
sairement : l°de  la  vitesse  initiale  avec  laquelle  il  a été 
lancé  dans  l’espace  ; 2°  des  actions  exercées  sur  ce  corps 
par  les  forces  auxquelles  il  est  soumis.  La  question 
consiste  à déterminer  le  mouvement  du  corps  lorsque 
la  vitesse  initiale  et  les  forces  sont  données.  Quelque- 
fois aussi  l’on  considère  le  problème  inverse , c’est-à- 
dire  que  le  mouvement  du  corps  étant  donné,  on  de- 
mande quelle  vitesse  initiale  lui  a été  imprimée  , et 
quelles  sont  les  forces  dont  il  a ressenti  l’action. 

L’analyse  diflérentielle  est  éminemment  propre  à la 
résolution  de  ces  questions , parce  qu’elle  donne  le 
moyen  d’exprimer  immédiatement  des  relations  géné- 
rales, toujours  subsistantes  entre  les  fonctions  du 
temps  qui  représentent  les  coordonnées  variables  du 
point  matériel  et  les  valeurs  des  forces.  Ou  a ainsi  des 
équations  différentiel  les  du  deuxième  ordre  qui  doi- 
vent être  intégrées,  et  dont  les  intégrales  se  complè- 
tent par  la  considération  particulière  et  spéciale  de  la 
position  et  de  la  vitesse  initiale  du  point  matériel. 

Si  un  point  matériel , doué  d’une  vitesse  initiale , est 
sollicité  h chaque  instant  par  une  force  variable  d’in- 
tensité et  de  direction  avec  le  temps  , il  ne  décrit  plus 
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une  ligne  droite,  mais  bien  une  ligne  courbe  ; ce  sont 
les  équations  de  ce  mouvement  que  nous  nous  propo- 
sons de  déterminer. 

1 86.  Il  est  d’abord  nécessaire  de  distinguer  le  mouve-  Fig.  5o. 
ment  relatif  du  mouvement  absolu  : pour  expliquer 
dans  le  cas  dont  il  s’agit  l’existence  de  ces  deux  mouve- 
ments, considérons  deux  points  matériels  doués  d’une 
même  vitesse  initiale  et  sollicités  par  une  même  force,  il 
est  évident  qu’ils  parcourront  ensemble  une  même 
courbe  OS,  et  parviendront  en  un  même  point  après  un 
certain  temps  t : si  le  deuxième  point  est  sollicité  par  une 
force  différente  de  celle  qui  agit  sur  le  premier,  il  dé- 
crira une  autre  courbe  OS' , et  parviendra  eu  un  point 
A' lorsque  le  premier  sera  arrivé  en  A.  Si  on  suppose 
qu’un  spectateur  parcourt  la  courbe  OA  avec  le  point 
A , il  ne  verra  pas  le  deuxième  décrire  la  courbe  OA', 
mais  bien  une  autre  courbe  passant  par  les  deux  points 
A et  A'  : pour  mieux  comprendre  cet  effet,  on  peut 
concevoir  le  spectateur  placé  au  centre  d’une  sphère 
parfaitement  pénétrable  dans  tous  les  sens;  il  pourra 
se  considérer  en  repos  relativement  au  deuxième  point, 
qui  lui  paraîtra  décrire  une  courbe  différente  de  OS'  q^ 
est  celle  suivant  laquelle  le  deuxième  mobile  pénètre 
la  sphère,  et  qu’on  obtiendrait  en  rapportant  toutes 
les  positions  successives  du  deuxième  point  au  centre 
fixe , comme  elles  le  sont  aux  positions  correspondantes 
du  point  variable  A.  Cette  courbe  est  la  courbe  du 
mouvement  relatif,  et  s’appelle  excursion.  La  corde 
AA'  se  nomme  anomalie. 

187.  Nous  admettrons  que  le  mouvement  relatif  est 
indépendant  du  mouvement  absolu  , et  nous  allons  en 
déduire  la  proportionnalité  des  forces  aux  vitesses  que 
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nous  avions  posée  en  principe.  Nous  aurions  pu  suivre 
une  marche  inverse , mais  cette  manière  de  procéder 
eût  été  moins  simple. 

Fig.  5i.  Supposons  deux  points  placés  en  o , et  sollicités,  le 
premier  par  une  force  constante  P,  et  le  deuxième  par 
une  force  constante  P'=P-(-Q  : soit  g la  vitesse  ac- 
quise dans  l’unité  de  temps  en  vertu  de  la  force  P^, 
la  vitesse  acquise  dans  l'unité  de  temps  en  vertu  de  la 
force  Q ; si  au  bout  d’un  temps  t le  premier  mobile  est 
parvenu  en  A , et  le  deuxième  eu  A',  les  mouvements 
étant  indépendants  l’un  de  l’autre,  et  la  vitesse  initiale 
étant  supposée  nulle , on  a 

O A Œ ‘ gt',  AA'=  ig,t'  et  oA’=  ; {g+g,)â. 

Ainsi , g-hg,  est  la  vitesse  acquise  pendant  l’unité  de 
temps  en  vertu  de  la  force  V : or,  la  vitesse  acquise  est 
une  fonction  déterminée  de  la  force  accélératrice  , par 
conséquent 

gr  =F(P),  g, = F(Q) 
et 

g^g,=  F(P)  + F(Q)  = F(P+Q) , 

^ais  de  l’égabté 

F(x-*-^)  =F(j:)+F(^), 

X et  J-  étant  des  variables  indépendantes  , on  tire 
F (x)  = F'(x+^) , F'(^)  =F'(x+/) , 

d’où 

F'(x)-(-  F(  J')  = const . = C , 
quels  que  soient  x et  y,  donc 


d’où 


F'(x)  = P(o), 


rfF(x)  = F'(o^dj- , F(x) — F(ol=«x; 
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d’ailleurs , pour  que  cette  égalité  ait  lieu  , quels  que 
soient  x et^,  il  faut  que  F (o)=0  ; ainsi 

F(x)=ax  ou  F(P):=aP, 

a étant  une  constante  : donc  g=aP,  ce  qui  montre  que 
les  vitesses  croissent  proportionnellement  aux  forces 
accélératrices. 


188.  Cela  posé  , soit  o le  point  de  départ  du  mobile 
doué  d’une  vitesse  initiale  wo  : soit  de  plus  P la  force  ac- 
célératrice. Au  bout  du  temps  t,  ce  mobile  sera  parvenu 
en  un  certain  point  A sur  la  courbe  qu’il  décrit  : rien 
n’est  plus  facile  que  de  déterminer  la  direction  de  la 
vitesse  au  point  A , c’est-à-dire  après  un  temps  t , car 
cette  vitesse  étant  dirigée  suivant  une  tangente  à la 
courbe,  en  appelant  a, y les  angles  de  cette  tangente 
avec  les  axes  des  coordonnées , on  aura  pour  détermi- 
ner cette  direction  les  trois  équations 

dx  dy  dz  ds  ^ 

cos. 2 cos.^  cos.y  t 

Si , à partir  du  point  A , on  donne  au  temps  un  accrois- 
sement ^t,  le  mobile  parcourra  un  petit  espace  AB=aS, 
et  si  au  contraire  on  supposait  qu’au  point  A la  force 
accélératrice  s’anéantit , le  mobile  parcourrait  sur  la 
tangente  un  espace  AT  ; et  la  courbe  TrB  serait  l’ex- 
cursion : la  tangente  au  point  T à cette  courbe  , est 
sensiblement  parallèle  à la  direction  de  la  force  P en  A ; 
or,  cette  tangente  se  confond  à peu  près  avec  la  corde 
TB  ; d’après  cela , les  coordonnées  du  point  A étant 
X(y,z  , et  par  suite  ceux  du  point  B , 
x+Ax,^4^,  z+As 
et  ceux  du  point  T, 


Fig.  5a. 
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Si  on  appelle  ).,;x,v  les  angles  de  la  force  accélératrice 
avec  les  axes  des  coordonnées , on  aura 


cos.X 


dx 

Sx — 

dl 


dy  dz 

''  dt  dt 


d’ailleurs , en  considérant  les  variables  xyz  comme  des 
fonctions  de  t , et  développnt  d’après  la  formule  de 
Taylor,  on  obtient 

dx  M'/iCx  \ 

= + ±.  )+elc. 

dr  St'  / ify  , \ 

^+v=-'+T,"'+t(3F±‘)’’ 

dz  St'/d’z  , \ 

=+“=^+j,"'+T(-2?-  )+’■ 

Ainsi,  les  égalités  précédentes  deviennent  en  négli- 
geant les  termes  suivants  ; 


cos.  A 


(fx  , d'y  d'z  , / /d'x\^ 

3?*"  V 


OU  en  passant  à la  limite 

d’x  d’y  d'z 

dl’  dt 


-■  dt'  , //d’xV 

{dt')'^\dt')'^\dt')- 


C6S  éc^uAtioDS  déterminent  la  direction  de  lu  force  accé- 
lératrice après  un  temps  donne,  m étant  la  masse,  1 es- 
pace parcouru  dans  Tinstant  est  représenté  par 

- — AT,  et  cet  espace  est  sensiblement  égal  à TB , et 
2 m 

TB  = Y^/  ^Ax— ^ At^-t-etc. 
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donc,  en  remplaçant  chaque  terme  par  sa  valeur 
prise  dans  les  développements  ci-dessus , on  a 


1 P àt'\  / , 


î)’+ctc. 


ou  en  divisant  par  Af’,  et  passant  à la  limite 


P 

m 


et  on»a  encore 

d'z 

dp 

cos.X  cos.u  eus.» 


ces  équations  serviront  à déterminer  l’intensité  de  la 
force  accélératrice  à un  instant  donné.  Si  on  remplace 
P 

<p  par  — , on  tire  de  cette  dernière  égalité 


d‘x  d’y 

(1)  /»-^=/>cos.À=  X,  »i— =pcos.ft 

d'z 

z=Y,m-r:=P  cosv  = Z . 
' de 


X,Y,Z  étant  les  projections  de  la  force  accélératrice  sur 
les  axes  rectangulaires , telles  sont  les  équations  du 
mouvement  curviligne. 

Le  problème  consistera  dans  l’intégration  de  ces 
trois  équations  : ces  intégrales  contiendront  six  con- 
stantes arbitraires , que  l’on  déterminera  au  moyen  des 
valeurs  initiales  des  coordonnées  du  mobile  et  de  sa 
vitesse  qui  seront  données  pour  t=0.  Ces  intégrales 
et  leurs  dillérentielles  du  premier  ordre  feront  ensuite 
connaître  la  position  du  mobile  à un  instant  quelcon- 
que , et  sa  vitesse  en  grandeur  et  en  direction.  En  éli- 
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minant  entre  elles  le  temps  t , on  aura  les  deux  équa- 
tions de  la  courbe  décrite  par  le  mobile. 

189.  Il  résulte  des  équations  précédentes  un  fait  im- 
portant, c’est  que  la  projection  d’un  mobile  sur  l’un  des 
axes  des  coordonnées , coïncidera  constamment  dans 
son  mouvement  avec  un  certain  point  matériel  de  même 
niasse  qui , animé  d’une  force  initiale  égale  à la  pro- 
jection de  celle  du  mobile  sur  cet  axe , serait  sollicité 
par  la  projection  sur  ce  dernier  de  la  force  qui  agit 
sur  le  premier  ; il  est  clair,  par  exemple,  que  pour  dé- 
terminer la  position  qu’occupe  au  bout  du  temps  t , le 
point  matériel  qui  se  meut  sur  l’axe  desx,  il  faudra 
intégrer  l’équation 

et  déterminer  les  constantes  de  manière  que  pour  tssO 
on  ait 

dx 

X = x„  , et  ^ = o>o  ^0  1 


Xo  étant  l'abscisse  du  point  de  départ,  u,  la  vitesse 
initiale,  et  l’angle  qu’elle  fait  avec  l’axe  des  x .•  or, 
si  l’on  considère  le  point  dans  l’espace  , pour  détermi- 
ner sa  projection  sur  l’axe  des  x , il  faudra  intégrer  la 
même  équation  à partir  des  mêmes  limites , ce  qui 
donnera  la  même  valeur  pour  x.  Ainsi , la  projection 
algébrique  de  la  force  et  de  la  vitesse  sur  les  axes  des  y 
et  des  Z peut  avoir  des  valeurs  quelconques,  sans 
influer  en  rien  sur  le  mouvement  projeté  sur  Taxe  des 
X;  il  en  est  de  même  pour  les  deux  autres.  Donc  le 
mouvement  suivant  l’un  quelconque  des  axes  des 
coordonnées , est  indépendant  des  deux  autres.  11 
s’ensuit  aussi  que , si  les  forces  appliquées  au  mobile 


1 


( 333  ) 

sont,  par  exemple  au  nombre  de  trois  , non  comprises 
dans  le  même  plan , ou  si  [on  considère  la  projection 
de  la  force  unique  qui  agit  sur  lui,  et  que  [on  prenne 
sur  les  directions  de  ces  trois  forces  , a partir  de  leur 
pointé  application,  des  droites  de  grandeurs  finies  qui 
soient  entre  elles  comme  les  vitesses  correspondantes , 
et  que  ton  achèv>e  le  parallélipipède  dont  ces  trois 
droites  seront  les  côtés  adjacents , la  résultante  de 
ces  forces  sera  dirigée  suivant  la  diagonale,  et  sa 
grandeur  sera  à celle  de  chacune  de  ces  forces  comme 
la  diagonale  est  au  côté  correspondant. 

On  peut  établir  autrement  le  principe  d’indépen- 
dance que  nous  venons  de  déduire  : en  eiiet,  supposons 
d’abord  que  le  point  matériel , partant  de  la  position 
dont  les  coordonnées  sont  x„,y»,z, , se  meuve  en  ligne 
droite  seulement , en  vertu  d’une  vitesse  initiale  w, , et 
faisant  avec  les  axes  les  angles  Au  bout  du 

temps  t , le  point  matériel  ayant  parcouru  l’espace  s , 
parviendra  dans  une  position  où  ses  coordonnées  seront 
x,yz,  et  on  aura 

X — x,=  scos.  x„,  y — ;yo  = 5cos.j5„ , z — Zo=*cos.7o 
ou  bien  encore  3 

X — Xo  = M.cos.a,/,^— W^COS.Sot,  Z — Z,=w„COS.7,/ . 

Ces  équations  montrent  évidemment  que  les  projec- 
tions du  point  matériel  sur  les  axes  des  coordonnées 
co'incident  constamment  avec  des  points  matériels, 
partant  des  projections  respectives  du  point  de  départ 
avec  des  vitesses  constantes , respectivement  égales  à 
U,  cos  c’est-à-dire  aux  projections  de  la  vitesse  ini-  pig.  53. 
tiale  ;on  peut  de  là  passer  au  cas  général  ; considérons 
un  point  matériel  se  mouvant  dans  le  plan  des  xy,  exa- 
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minons ' d’abord  l’action  sur  le  point  matériel,  de  la 
seule  composante  parallèle  à l’axe  des  x.  Si  on  sup- 
pose que  le  mobile  étant  parvenu  au  point  o,  l’eRet 
de  cette  force  soit  suspendu  , il  se  mouvra  sur  la  tan- 
gente et  parviendra  en  Tau  bout  d’un  certain  temps  t, 
tandis  qu’il  parviendra  dans  le  même  temps  en  A si  la 
force  continue  d’agir  ; alors  la  courbe  du  mouvement 
relatif,  passant  parles  deux  points  T et  A,  sera  une 
parallèle  à l’axe  des  x.  Si  maintenant  on  suppose  que 
la  composante  parallèle  à l’axe  des  y n’est  pas  nulle , 
elle  ne  pourra  déplacer  le  point  matériel  que  suivant 
une  parallèle  h l’.axe  des^,  par  conséquent  sa  projec- 
tion sur  l’axe  des  x sera  la  même.  Nous  avons  vu  d’ail- 
leurs que  le  mouvement  d’un  point  matériel  projeté 
sur  l’axe  des  x est  indépendant  de  la  projection  de  la  vi- 
tesse initiale  sur  les  autres  axes.  Donc  il  est  à la  fois 
indépendant  des  projections  sur  l’axe  des  de  la  vitesse 
initiale  et  de  la  force  accélératrice. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  du  plan  des  xy  peut 
lacilement  s’étendre  aux  trois  dimensions  : en  eifet. 
considérons  un  point  matériel  soumis  seulement  à 
l’action  des  composantes  parallèles  aux  axes  des  x et 
des  J';  si  ensuite  on  suppose  que  la  troisième  compo- 
sante agisse , elle  ne  pourra  entraîner  le  mobile  que 
suivant  un  parallèle  à l’axe  des  z , ainsi  les  positions  du 
mobile  se  trouveront  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
l’axe  des  x.-  par  conséquent,  les  projections  sur  cet  axe 
n’auront  pas  changé.  Ou  raisonnerait  de  même  pour 
chacun  des  deux  autres  axes. 

On  pourrait  établir  directement  cette  proposition  et 
en  déduire  les  équations  du  mouvement. 
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S II. 


Mouvement  curviligne  d’un  corps  pesant  dans  le  vide. 

190.  Considérons  un  point  matériel  sollicité  parl’ac-  Fig.  5^. 
tion  verticale  de  la  gravité  et  qui  aurait  été  lancé  dans 
une  direction  avec  une  vitesse  donnée  : la  ligne  qu’il 
décrit  devant  être  comprise  dans  le  plan  vertical  pas- 
sant par  la  direction  initiale  de  sa  vitesse , il  suffira  de 
rapporter  le  mouvement  du  point  matériel  à une  coor- 
donnée horizontale  y dirigée  dans  ce  plan,  et  une 
ordonnée  verticale  comptée  dansle  sens  du  mouvement. 

Nous  supposerons  d’abord  que  la  vitesse  initiale  u»  est 
dirigée  de  haut  en  bas  , en  sorte  que  les  angles  a, S , 
qu’elle  fait  avec  les  axes,  sont  aigus.  Soit  g la  force 
accélératrice  de  la  pesanteur,  m la  masse  du  mobile , on 
a dans  ce  cas 


d’où 


f=g.i  p=mg;  cos.i=1,  cos.uc=0 


X=p=mg,  Y=0, 

ainsi  les  équations  du  mouvement  se  réduisent  à 

^=0- 
di'  dt' 


Pour  avoir  l’équation  de  la  trajectoire  il  faut  inté.; 
grer  ces  deux  équations  , et  éliminer  t entre  les  deux 
équations  résultantes.  Pour  faire  disparaître  les  con- 
stantes il  suffit  d’opérer  l’intégraiion  à partir  du  point 
de  départ  ou  de  l’origine,  c’est-a-dire  à partir  de  t=o, 
auquel  correspondent  .r=0,_x=0  ‘ d’après  cela, 

wcos.a,  uCOS.p 

étant  les  projections  de  la  vitesse,  et 
«,cos.  U,,  w,cos.p,. 
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celles  de  la  vitesse  initiale , il  vient  en  intégrant  une 
fois 

^ — «,co8.o^=g'f,  «,cos.p,=0 

ou 

djc  = nt^cos.ti„dt+gtdt^  dj' = M„cot. P di, 
d’où  , en  intégrant  de  nouveau , 

x=«,cos.!^/+îg'/‘,  r = K„cos.p,t  ! 

on  pteut  parvenir  directement  à ces  mêmes  équations  , 
eneOet  ; en  supposant  que  le  mobile  soit  parvenu  en  D, 
en  vertu  de  la  vitesse  initiale  , pendant  qu’il  est  par- 
venu en  A en  vertu  de  cette  même  force  jointe  à la 
pesanteur,  il  est  évident  que  le  mouvement  relatif  est 
uniformément  varié , ainsi  on  a : de  plus  la  li- 

gne du  mouvement  relatif  ne  sera  autre  chose  qu’une 
droite  AD  parallèle  à l’axe  de  x,  ainsi  en  appelant  £,n 
les  coordonnées  du  point  D , on  a 

( = ^=*.,tcos.p,, 

d’ailleurs  AD  étant  l’espace  parcouru , 

J'— «1  = 0, 

donc 

X = w,IC08.a,+  ;g'/\  J^=s*xrfC«M.Po, 

équations  identiques  aux  précédentes.  Maintenant  il 
reste  à éliminer  t entre  ces  deux  équations.  D’abord  , 
dans  le  cas  où  la  vitesse  initiale  est  horizontale  , on  a 
simplement 

puisque 

cos. *11=0,  cos.p„  = l , 

par  conséquent  la  trajectoire  ett  la  parabole 


or,  h étant  la  hauteur  due  à la  vitesse  , on  a 

«„  = K , 

par  cette  substitution,  l’équation  de  la  parabole  devient 
y' =khx  , ce  qui  montre  que  son  foyer  est  à une  di- 
stance du  sommet  égale  à h , c’est-à-dire  à une  di- 
stance b de  Forigine.  Dans  le  cas  général  l’élimination 
de  t donne 

cos.  On  gr' 

X = ' 

COS,€^  2wo*COS.*^^ 

ou 

cos.  a Y* 

,r*+**cos.,«ocos.?,^=4Acos.*p„, 

équation  dune  parabole  ayant  pour  grand  axe  luie 
parallèle  à Faxe  vertical  des  x.  Complétant  le  carré 
du  premier  membre , cette  équation  devient 

(y+üh  cos.  cto  cos.  po)’=  4 Acos.'«o  ( x+  A cos.  ’ j„  ) . 

Si  maintenant  on  transporte  l'origine  au  point 
X — — Acos.'cto,  y = — 2Acos.«oCos.p„, 
on  obtient  pour  l’équation  de  la  trajectoire 

y's=  ihcos.'^aX , 

qui  représente  une  parabole  rapportée  à son  sommet, 
ayant  pour  coordonnées  du  sonunet 

x= — Acos.’oo,  y= — 2Àcos.5toCOs.po, 

et  dont  la  distance  focale  est  Acos.’^o. 

191.  Il  est  facile  d'exprimer  la  vitesse  en  fonction  de 
la  vitesse  initiale,  car  on  a 
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dx 

MCOS.a=  -J-  = atOOi.ao-¥gt , 

at 

dy 

UCOS.6  = —y  = UoCOS.Po  5 

I 

élevant  au  carré  et  ajoutant  membre  à membre , on 
obtient 

o>*=  Wo’+S|g’woCOS.«o^  Wo’+'^y  («oCOS.«ot+  \g^) 

=6>’o+%J:  : 

on  peut  parvenir  autrement  à ce  résultat , en  effet 
de  l’équation 

m»du  = X dx+Y  Z dz 

on  tire 

udu=gdx  ou  «’=»o’+^x  i 
en  observant  que 

\s=mg,  Y==0,  Z=0, 
on  déduit  de  l’égalité  précédente 


mv — w»>o’=  2Px = 2gma:  : 

expression  de  la  variation  de  la  force  vive  du  système. 
Si  u,=o  on  a simplement  u'=2gx , équation  analogue  à 

tio  = i^  %-A. 

192.  Supposons  maintenant  la  vitesse  initiale  di- 
rigée de  bas  en  haut , et  appelons  9 l'angle  qu’elle  fait 
avec  l’axe  des  y positif.  On  a dans  ce  cas 

*««=9+^>  Po=e 


cos  S.sscos.t  et  cos.«o=co$.  ^^+9^= — sin.O  ; 


ou 


d’ailleurs 
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, r:=*ec.’e=  l+taos.'# 

^ cos.  9 ^ 

et  l’équation  de  la  trajectoire  devient 

y* 

x=—jr  tang.9+(l+teng.*9)^. 
ou  en  posant  tang9=r 

X=—TX+  ^ (1+0  ; 

les  coordonnées  du  sommet , qui  est  ici  le  point  le  plus 
haut  de  la  trajectoire , deviennent 

4r=  — Asin.*6,^=2A$iD.9cos.9=sAsin.  29, 
ainsi  la  hauteur  du  jet 

khsuhsin.'i 

et  t amplitude  '' 

oo's2A$in.29  : 

. on  voit  donc  que  Y amplitude  sera  la  plus  grande 
possible  pour  une  vitesse  i^^iale  donnée  lorsque  Von 

aura  29=1 , ou  9=  c'est-à-dire  lorsqu’on  lancera 
le  projectile  sous  un  angle  de  45°. 

193.  En  faisant  varier  9 ou  r dans  le  même  plan , 
on  obtiendra  diverses  paraboles;  il  est  facile  d’a- 
voir la  courbe  enveloppe  de  celles-ci , en  eflet , nous 
avons 

tj^-^(1+t*)  ; 

diQérentiant  par  rapport  à la  variable  r , il  vient 

2A 
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substituant , l’équation  cherchée  est 
V*  y* 

x = — 2A+— +A=— — h ou  y=ih{x+h) 

\h  4/» 

et  représente  une  parabole,  dont  le  sommet  est  sur 
Taxe  des  x à une  distance  — h de  l’origine,  et  dont  le 
paramètre  est  2h.  Il  est  facile  de  voir  que  cette  courbe 
coupe  l’axe  des  x à une  distance  de  l’origine  égale  à 
— h , ce  qui  devait  être , et  que  sa  tangente  au  som- 
met est  la  directrice  commune  de  toutes  les  envelop- 
pées. Cette  parabole  enveloppe , transportée  parallè- 
lement à elle-même  de  manière  que  son  sommet  soit  à 
l’origine  , coïnciderait  avec  celle  que  décrit  le  mobile 
partant  de  l’origine  quand  sa  vitesse  initiale  est  ho- 
rizontale. 

S III. 

Mouvement  curviligne  d’un  corps  pesant  dans  un 
milieu  résistant. 

194.  Les  questions  relalips  nu  tir  des  projectiles  se- 
raient résolues  d’une  manière  trop  éloignéedes  efletsna- 
turels  si , comme  on  l’a  fai  t dans  le  paragraphe  précédent , 
on  négligeait  entièrcmentla  résistance  de  l’air.  On  sait 
que  pour  les  très-grandes  vitesses  qui  doivent  être  con- 
sidérées dans  ces  questions , la  résistance  augmente 
suivant  une  progression  plus  rapide  que  celle  du  carré 
de  la  vitesse  , et  d’ailleurs  elle  dépend  de  la  densité  de 
l'air  qui  varie  dans  les  diverses  parties  de  la  trajectoire. 
L’appréciation  exacte  de  cette  dernière  circonstance 
donnerait  lieu  à des  calculs  fort  compliqués.  Nous 
supposerons  simplement  ici  la  densité  de  l’air  uni- 
forme, et  la  résistance  une  fonction  de  la  vitesse  du 


( ) 


mobile,  et  nous  examinerons  le  cas  où  la  résistance 
est  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse. 

Nous  supposerons  donc  que  le  mobile  ne  se  meut 
plus  dans  le  vide , mais  bien  dans  un  milieu  résistant. 
La  courbe  décrite  par  le  mobile  sera  encore  plane , et 
nous  aurons  les  deux  équations 


m 


ttx 

1? 


d'y 

= /jco*.X=X,  m-^-=pcos.f»=y, 


car  le  mobile  ne  sort  pas  du  plan  xy  .-  mais  ici  a;  et  / 
ne  sont  plus  seulement  les  projections  delà  pesanteur, 
mais  bien  celles  de  la  résultante  de  la  pesanteur  et  de 
la  résistance  du  milieu.  Avant  tout,  il  est  bon  de  trans- 
former ces  équations  en  d’autres  plus  commodes  ; 
nous  avons 


dx  dy  . 

= wcos.a , = ucos.  p = U sm.  a ; 


ainsi , 


d’x 


d<u 


=COS.:e  W SlH.a  — = — , 

de  dt  dt  m' 


d'y 


dot 


dit 


—r  SsSin.a  WCOS.  — 

di'  dt  dt  m 


Fig.  55. 


multipliant  ces  deux  équations  , la  première  par  cos  z, 
et  la  deuxième  par  sin  a , et  ajoutant  il  vient 

do\  Xcos.z-f-Ysin.z 
dt  m 

maintenant  multiplions  la  première  par  — sin  a , la 
deuxième  par  cos  a,  et  ajoutons,  et  nous  aurons 
dx  Ycos.z — Xsintz 

U — =x : 

dt  m 


VoiU  les  deux  équations  qui  vont  nous  servir. 


\ 
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Nous  avons  remplacé  cos.  p par  sin  a,  ce  qui  veut 
dire  que  la  vitesse  est  dirigée  dans  le  sens  des  posi- 
tifs : nous  ne  considérerons  point  le  projectile  dans  son 
mouvement  ascendant , nous  le  prendrons  au  point  où 
il  commence  ù descendre,  et  que  nous  prendrons  pour 
origine  des  coordonnées,  en  sorte  qu’il  sera  indiffé- 
rent de  supposer  que  la  vitesse  initiale  est  dirigée  de 
bas  en  haut. 

La  résistance  de  l’air  agissant  toujours  en  sens  con- 
traire de  la  vitesse  et  croissant  avec  elle  d’une  manière 
continue,  de  manière  à devenir  nulle  ou  infinie  avec  la 
vitesse , peut  être  représentée  par f (&>)  ; or,  en  un  point 
quelconque , la  force  accélératrice  est  la  résultante 
de  la  pesanteur  et  de  la  résistance  ; nous  avons  donc 
mg—J\<a)  cos.*,Y=— i/fw)  sin.* 

d’où  l’on  tire 

Xcos.a  + Ysin.a=m^cos.* — J\t,t)  , 

Ycos.a — Xsin.a=  — my^sin.z  , 
et  par  suite 

dtj)  I 1 dx 

-=^cos.  * 

ou 

dx  — g’sin.a 

dt  U 

voyons  les  conséquences  que  nous  pouvons  déduire 
de  ces  équations. 

D’abord  la  deuxième  fait  voir  que  sin.  a étant  une 
quantité  positive, 

dx  A* 

-p  ou  — 
dt  M 

est  une  quantité  négative,  c’est-à-dire  que  l’aiiglc  * 
diminue  avec  le  temps  , ou  que  le  mobile  se  rapproche 
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de  la  verticale  ; mais  si  x devient  nul , le  mobile  ne 
pourra  plus  sortir  de  lu  verticale , puisqu’il  ne  sera 
sollicité  que  par  des  forces  verticales  , ainsi  le  mobile 
ne  pourra  jamais  repasser  du  câté  des  y négatifs. 

La  première  des  deux  équations  précédentes  fournit 
aussi  des  conséquences  importantes  : en  eilet , d'abord 
. la  vitesse  ne  peut  atteindre  un  maximum , car  pour  le 

dv 

point  où  ce  maximum  aurait  lieu,  on  aurait  — =0, 

,,  g» 

puis  ^serait  négatif,  mais  en  même  temps  g cos.  a 
augmentant  diminue , et  l’équation 


^cos.*  = J + lyi«), 


serait  absurde.  Ainsi  il  ne  saurait  j avoir  un  maximum 
de  vitesse  : de  plus  , cette  vitesse  ne  peut  par  croître 

indébniment , car  s’il  en  était  autrement , — /'(<•>)  fiui- 

nt 

rait  par  surpasser  g cos.  a , ce  qui  ne  peut  arriver. 


puisque  «lors  serait  négatif,  ce  qui  supposerait  un 


maximum  : on  ne  voit  pas  de  même  qu’il  ne  peut  pas 
J avoir  de  minimum , mais  évidemment  la  vitesse  ne 
peut  pas  décroître  indéBniment , car  si  elle  devenait 
nulle  on  aurait  g cos.  a=0 , égalité  impossible. 

D'après  cela , si  la  vitesse  commence  par  croître,  elle 
continuera  de  croître  sans  pouvoir  dépasser  une  cer- 
taine limite;  si  elle  commence  par  décroître,  ou  elle 
atteindra  un  minimum  pour  croître  ensuite  en  s’ap- 
prochant d’une  limite  fixe,  ou  elle  continuera  encore  à 
décroître  sans  pouvoir  décroître  indéfiniment  : parcon- 
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séquent  dans  tous  les  cas  la  vitesse  s’approche  d’une 
limite  fixe  que  nous  allons  déterminer. 

195.  Désignons  par  A et  B les  limites  vers  lesquelles 
convergent  les  quantités 

jnin.a  1 _ , 

et  g cos.* fW)  ; 


on  aura  sensiblement 
g-sin 


ds  1 „ dut 

= A±«=  -J-  , gCOS.'Ji yiw)  =B±(  = -y  : 


intégrant  la  première  de  ces  équations  à partir  de 
r=0  pour  lequel  , il  vient 


(A±i)d/  = t(A±f)  : 


or,  le  premier  membre  est  nécessairement  une  quantité 
finie , tandis  que  le  deuxième  membre  peut  devenir  in- 
fini pourts:  <x,  àmoins  que  l’onn’aitA=0,  doncÂ=0  ; 
on  trouverait  de  même  B=0,  et  ces  égalités  reviennent  à 

lim.  — 0,  lim.  (cos.  a fu)  =0 


ou  sensiblement 


fsin.a  i 

2 = 0,  gcos.a yi».)=:0: 


la  première  n’est  autre  chose  que  sin  * =0 , ou  « = 0, 
et  par  suite  la  deuxième  se  réduit  à 


m 


cela  nous  montre  qu’à  la  limite  la  uitesse  finit  par  de~ 
venir  verticale  , et  qu  alors  la  force  accélératrice  est 
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égale  à la  résistance  du  milieu  , et  qu  ainsi  le  mobile 
se  meut  d'un  mouvement  uniforme. 

19G.  On  peut  aller  plus  loin  et  démontrer  que  la 
courbe  ou  trajectoire  a luic  asymptote  verticale.  En 
effet , nous  avons 


d’où 


dy  d% 

- - =<asin.a,  — « 
dt  ^ dt 


gMP- 


ou  en  intégrant  à partir  de  y=0, 

1 r*  1 

Y = I u*<2a=(xo  — «)  - 

ê'J«.  g 


1 


7*  étant  une  moyenne  entre  w'et  u,*  : or,  ce  deuxième 
membre  est  nécessairement  une  quantité  finie  ; donc 
y finit  par  devenir  égal  à une  constante  b,  ainsi  est 
une  asymptote  de  la  courbe  (cette  remarque  est  de 
M.  Coriobs). 

197.  Jusqu’à  présent  y («lest  restée  indéterminée: 
nous  allous  la  supposer  proportionnelle  à une  puissance 
de  la  vitesse,  en  sorte  que  l’on  ait  _/"(«)  = aw"  : en  dési- 
gnant par  n la  vitesse  finale  , on  aura  de  même 
/\a)=mg  = rtn“ 

d’où 


(1  )/!«)  = 


mg  . 
— » " • 
a 


cherchons  à intégrer  dans  ce  cas  les  équations  du  mou- 
vement : ces  équations  sont 

X = nig — -y(w)cos.«,  Y = — y(w)sin.  a , 
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OU 

/wCos.aX  | 

dy  /usin.aX  1 ^ 

dp  *' 

Cette  dernière  équation  est  facilement  intégrable  , en 
effet , en  observant  que 

dot 

«^  = — g-sm.a, 

et  ayant  égard  à (1) , elle  revient  à 


OU 


j/'  odsin.a  da 

V^sin.’^V  / ~ n*sin.'*+‘«’ 


ou  en  posant 


...  «»  dx 

(2)  v = «sm.«,;^=-,-^, 

il  vient  de  là  en  intégrant 

1 / 1 1 \ dx 

«V»"  »oV  “ a*  JnïïT^  ' 

il  reste  à résoudre 

f dx  - 

J;nr=^‘ 

pour  cela  posons  tang  ^ a=i,  alors 

40 

^ J 2di 

a = 2arc  tang.>,  dx= 
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or,  on  a généralement 

»in.a=2sin.  - O cos.  - a = 2teng.- acos.  -a  = 
dans  le  cas  dont  il  s’agit;  ainsi 

sin.^a=  rr — j-i  ■ : 

(i+^p* 

par  conséquent  on  a pour  l’intégrale  cherchée 

f = P 

1 /C  n \ 

-( 1 1-  etc.  ). 

a^v»  1 n— a / 

Ainsi  le  résultat  définitif  de  l’intégration  est 

n\v"  ».*/ “ 2-.ll- î n ■*‘ï  n-2  ’| 

cette  équation  nous  donnera  v en  fonction  de  X , ou  de 
a , et  ensuite  (2)  nous  donnera  *>  en  fonction  de  v et  a , 
ou  seulement  de  a.  Dans  le  cas  où  n est  pair , il  y a 
un  terme  du  milieu  de  la  forme 

/»{n-l)( + 

\2  J dX  ,T,  wnni’ 

n X ‘ 

'•2  3 2 r-  N, 

qui , étant  intégré , devient  ' n i- 

(â-"'),  /-M 

1.2.3 - -tii 

, 2 


( ^38  ) 

ainsi  dans  le  cas  de  rt=i  on  a à intégrer 

T +p)  * 

- ï(î  ^.j-î  {!  V+ ± j : 

Du  reste  on  peut  intégrer  J' de  plusieurs  maniè- 
res , d’abord  en  opérant  comme  sur  une  intégrale  bi- 
nôme , ou  plus  simplement  en  multipliant  haut  et  bas 
par  sin  ’a-j-  cos.’a,  on  y ramène  ainsi  l’intégration  à 
celle  de 


5‘'*  f ‘'i 
Jsin.a  * * I 1 1 

sin.-acos. -a  •' tang.-acos. -a 


dl 


=.f 


<^tang. 


tang.  - a 
^ 2 

Nous  avons  dans  le  cas  général 


î — '®f(-  *®ig-  + constante. 


(2flC 


Cela  posé  , pour  résoudre  le  problème  il  suffit  d’ex- 
priiner  et  s en  fonction  de  a.  Or,  nous  «ivons 

dx  =:iacoi.adty  dt  = __1£L. 

i>  . g'sin.a  g-sin.'a’ 

d ou 

»’  cos.arfï 

P sin.’i 


de  même 
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dy  =usin.a<it  = v<&=  — — , ds  = adt=—^  dt 

g un.  a gin.a 

_ »■  da 

g sin.’a  ‘ 

on  remplacera  » par  sa  valeur  en  a , après  cela  inté- 
grant les  deux  premières  de  ces  trois  équations,  et 
éliminant  « , on  aura  l’équation  de  la  trajectoire  : on 
peut  aussi  exprimer  aisément  dt,  dx,  dy,  ds  en  fonc- 
tion de  > ; en  effet , nous  avons 

, , , * - « a 

tang.^a  — sin.a  = - — - ,cos.«=cos. sin.*- 

1+i*  1+X’  2 2 

et  en  substituant,  il  vient 

dans  le  cas  particulier  de  «=2 , il  est  aisé  d’avoir  la 
valeur  de  s , car  on  a 


mais  alors 


J y'  da 

dt— — - , 

g sin.^a 


-r=n»-5 

I.  flf  Si® 


ds  — — — 


± = ZI«ds 

V n* 
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d’où  l’on  lire 


Ci 

n*  ’ 


V=Vo. 


e 


IL 

n«  ’ 


198.  On  voit , d’après  ce  qui  précède  , qu’il  est  très- 
difficile  de  trouver  la  courbe  décrite  dans  le  cas  géné- 
ral ; mais  si  on  suppose  que  la  vi  tesse  initiale  est  presque 
horizontale,  alors  on  peut  calculer  par  approximation 
la  portion  de  la  trajectoire  située  au-dessus  de  l’axe 
des  y,  c’est-à-dire  au-dessus  de  l’horizontale  menée 
par  le  point  de  départ. 

Fig.  56.  Soit  9 l’angle  de  la  vitesse  variable  avec  l’axe  des  y, 
et  9^  celui  de  la  vitesse  initiale  avec  le  même  axe  ; 
9,9,, 9 — 9,  sont  des  quantités  très-petites  : on  a dans 
ce  cas 


«=-+9,  »o=  -+9„, 


d’où 


i.asrsin.  -f-9^  =sin.  Q — 9 ^ =cos.9  , 


or,  9 est  très-petit  par  hypothèse  , et  on  a 

9’ 

cos.  9=:  1 — — +etc.  = i , 

en  négligeant  les  quantités  de  l’ordre  de  9’ ou  d’un  ordre 
supérieur.  Par  la  même  raison 


ainsi 


usin.a  = v = u; 


( 24«  ) 

l’équation  différentielle 

ctv  1 (/x 


•ÂP  = 


n-sm.-^a' 


devient 


— = id9.. 


on  tire  de  là  en  intégrant 

/I  \w  Vo  J U 


ou 


et 


6)9  11 


1 


Wo 


&)o 


en  posant  : observons  maintenant  que 

—^=  !+«+«’+....=  l+u, 

1— tt 

quand  u est  très-petit  et  qu’ainsi 

*.*=»<,“  |l+nè(0—e„)|  : 

Voyons  ce  que  deviennent  les  expressions  dedjc,  dy 
quand  n=2 

. u'  cos.  a w’  . 

dxss r-r-=  ~9dQ, 

g «n.*a  g 

or,  en  remplaçant  &'  par  sa  valeur 

dx  = '^i  1 1 +3*^0— 0„  j di , 

Ô 

et  négligeant  les  puissances  de  C— 9,  supérieures  à la 

16 
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première.  Par  une  suite  de  transformations  faciles  à 
faire,  on  trouve 

da:  = -*- |l+2)t(e-0,)]  d9  = "°  (9„+ 

S 

(l+aAO..)  (0— Oo)  + 24r(0— 6„)’ } d9  , 

fl’où  en  intégrant, 

x=  — |6„(0— 6o)  + (l+2Ae.)  ^ ----{• 

Nous  n’avons  pas  intégré  le  carré  de  ® — 9„ , car  nous 
pouvons  négliger  le  cube  de  (9 — 9,),  ce  qui  revient  à 
négliger  le  carré  de  (9 — 9„)  dans  l’équation  didéren- 

tielle.  D’un  autre  côté 

dy=i d9  = |l+2i(9 — 9o)]  d9  , 

S 

d’où 

v = — "“{9 — 6o  + A(9 — 9o)’|  : 

g ' 

il  ne  reste  plus  pour  avoir  l’équation  de  la  trajectoire 
qu’à  éliminer  9 — \ entre  les  valeurs  de  oc  et  y;  mais 
on  peut  trouver  une  relation  entre  jc  et  ^ indépen- 
dante de  9,9,  d’une  manière  plus  simple  : appelons  h 
la  hauteur  due  à Li  vitesse  w,  alors 

et  = — 2*  [9— fl„  + *(9— 9.)’| 

ou  ' 

.r-  ~ = 0— 9o  (l+*(9— 9„)  ou  (9— 9o)’+  — jp  = - 

cette  équation  étant  du  deuxième  degré  en  (9 — 9.) , 
donne  en  la  résolvant 
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«—fl, 


“ 2/1  Lk~ 

2“T^“^  •)=“  Tk^mV-^~rh)’ 

en  négligeant  les  autres  termes.  Il  vient  de  là  en  ré- 
duisant 


0-9  =_^_ 

“ 2A  ï A’ 


OU 


8— fl--^  . * . 

il  faut  substituer  cette  valeur  dans  les  équations  ci- 
dessus  ; mais  on  peut  opérer  plus  simplement  : on  a 

dx  cos  a ^ 
dy  sin.a  ’ 

dès  lors  on  trouve 

> 

dx  y ky'  , . , / r ky'\ 


+ _-21  + _-. 

dy  2A^ii>’ 


kf 

4Â> 


dx+^^dy^(^^^dy, 

l’intégration  donne 

— =Snè=f:o4i). 


d’où 


équation  approchée  de  la  trajectoire,  et  qui  repré- 
sente une  parabole  du  troisième  degré. 

199.  On  peut  comparer  ce  résultat  à celui  obtenu 
dans  le  vide  : dans  ce  dernier  cas 
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V* 

rtang.O,+  — (l+tang.X)  : 

\n 


observant  que  taug  6a=9. , et  qu’on  peut  négliger 
tang  ’S,  ; celte  valeur  se  réduit  à 


équation  il  laquelle  se  réduit  en  effet  celle  que  nous 
venons  de  trouver  lorsqu’on  pose  A=0  , ou  ns  » ■ 
900.  Enfin  on  peut  toujours  trouver  une  hyperbole 
qui  diffère  très-peu  de  la  véritable  trajectoire,  en  effet: 
de  l’équation  de  la  parabole  on  tire 


Kh 


. y 


= (JJ-H  V) 


(-10. 


, Y , 

en  considérant  ^ comme  une  quantité  dont  on  peut 
négliger  le  carré , d’où 


équation  d’une  hyperbole  qui  a une  asymptote  ver- 
ticale. 

901.  On  peut  remarquer  que  l’équation 

»*=«,"  { l+*(9_fl„)  j 

étant  indépendante  de  n , et  les  autres  équations  ne 
renfermant  pas  n , la  nature  de  la  courbe  est  la  même  , 

quel  que  soit  cet  exposant.  i 

ri 


Goagle 
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CHAPITRE  111. 

IIOUVBMBHT  U’VN  CORPS  PESANT  SODMIS  A l’aCTION  D£ 
FORCES  CENTRALES , LOIS  DE  KEPLER  , UOL'VEMENT 
DBS  PLANKTtS,  GRAVITATION  UNIVERSELLE. 


S P'- 


yitiractions  et  répulsions  vers  des  centres  fixes. 


303.  On  a dans  tous  les  cas  possibles 
dt 


d‘x  dy  dz 

m — p-  = A,  m -T—  = Y,  m -7—  = Z , 
dt’  dt’  ’ dt' 


et 


dx’+d^’-H/s*  d‘x  , d’y  d'z 

«•= r; . o,di>>=edx~+dy  ^ + rfi  ~ 


dC 


dt' 


dt' 


ou 


J * J,  .»  dxetx+djrdy+dzd’z 

mtüdvss  — d{u)  = m. ï = Xax 

m ' dt' 

+Ydy+Xdz , 


et  nous  avons  vu  de  plus  que  lorsque  le  deuxième 
membre  est  une  différentielle  exacte , le  produit  de  la 
masse  par  la  dilFérence  des  carrés  des  vitesses  en  deux 
points  de  la  trajectoire,  ou  la  variation  de  la  force  vive, 
peut  se  déterminer  seulement  au  moyen  des  coordon- 
nées de  ces  deux  points,  et  sans  connaître  la  courbe 
que  le  mobile  suit  en  passant  d’un  point  à un  autre  : 
nous  allons  voir  que  lorsque  les  forces  qui  agissent 
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suc  le  mobile  émanent  de  centres  fixes , la  formule  est 
une  dillérentielle  exacte. 

Considérons  en  premier  lieu  un  point  matériel  A , 
sollicité  par  une  force  répulsive  P,  dirigée  vers  un 
centre  fixe  C.  Soient  a,b,c ; les  coordonnées  de’  ce 
point,  x^,z  celles  du  point  A et),fi,v  les  angles  delà 
force  avec  les  axes , on  aura 


. X X — a 

cos.  A=  — =: , 

P r ’ 

d’où 


Y y-b 


Z Z— c 


cos.^=  P = — , cos.7=p=-  ^ 


y-b 


x=p. , y=p.-^^  Z = p.— , 

r ' r ' r ’ 


en  substituant  dans  la  formule  générale , il  vient 

i — P(-g— dx+  P(  r—b)  dy+V[z—c)  dz 

2r 

mais  d’un  autre  cdté 


et 


ainsi 


r*=  [x—aŸ+{y—by+[z—ey 
rdr=.  {x—a)dx+{,y—b)dyJr[z—c)dz, 
\md{tt)  = Vdr , 


et  par  suite 


i — mMo’= 


Pdr , 


dans  le  cas  où  P est  une  force  attractive  , elle  devient 
évidemment 


U* — wiwo’= — âj  Pdr. 

J n, 


Supposons  maintenant  le  mobile  sollicité  par  plu- 
sieurs forces  répulsives  R, R’, R”,  etc. , dirigées  vers  des 
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centresfixesdont  les  distnncesau  mobile  sont  etc., 

et  les  coordonnées  ahc,  a’ba,  etc. , dans  ce  cas 

et  comme  d’ailleurs 

r'=(x— a)’+{j^— i)’+(s— c)',  r'=(x' — <*')'+(/ — h')' 

+ (z'—d)‘  etc. , 

on  aura 

1 d{nuu)  = Rdr+R'dr^+  etc. , 

ou  bien 

çr  çr 

moi’ — m<Mo*=2|  Rdr+2  I R'«/r'-(-etc. , 

J f'o  J P O 

et  si  l’oii  veut  embrasser  le  cas  des  ibrces  attractives 

mu — /awg’=±2  f Rd/db^j*  R'dr'+elc.  ; 

J r,  J r 'o 

or,  R, R',  etc. , sont  des  fonctions  de  r,r,  etc.  Ainsi , 
comme  nous  l'avions  annoncé  , les  formules  sont  des 
diflérentielles  exactes. 

203.  Il  est  encore  facile  de  démontrer  que  la  même  Fig  58. 
chose  a lieu  pour  ues  forces  perpendiculaires  à' des 
plans  fixes  et  fonctions  des  distances  du  mobile  à ces 
plans.  Ou  peut  déduire  ce  cas  du  précédent  : en  ellet, 
nous  avons  trouvé 

; d{mu)  = Rdr+R'dr'+  etc.  ; 

supposons  qu'avec  un  rayon  p on  décrive  une  sphère 
du  centre  li.\c  G , on  a 

r = p+j,  dr=ds  , 
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d où 

i d{mv)  = R<£(+R'<2('+etc. , 

ou  bien,  parce  <jue  R, R',  etc.,  sont  fonction  de  5,/,  etc. , 
î d{ma')  = sds  .^s'ds'+  etc. , 

cette  équation  ayant  heu  quel  que  soit  p,on  peut  sup- 
poser P 1=  oo , et  alors  les  sphères  se  réduisent  à des  plans 
perpendiculaires  aux  forces. 

On  peut  encore  parvenir  directement  à ce  résultat. 
Considérons  une  seule  force  R supposée  répulsive,  en 
appelant  toujours  /,h,»  les  angles  de  cette  force  avec 
les  axes,  on  a 

cos  Y— ^ + cos.fx  (y — b)  +COS.V  ( j — c) 

y [x—a)'+  {y—by+  (z—c)'  ’ 

d’ailleurs , 

r= AC  cos.Vracos.  V \/\x—a)'+  (y'— ù)’+(z-c3% 
ainsi 

a)cos.l  + (y' — ù)cos.p+(*— c)  cos.* 
et 

</r=cos.ldjr+cos.pi^+cos.vrfs  ; 

de  plus 

X=Rcos.>,  Y=Rcos.pi,  Z=Rcos.v, 

donc 

'^d.v+Ydy+Zdz=^^  d(mo,^)  =R  (cos.*ifj:+ cos.pt  rfy 

+COS.  viiz)  = : 

on  passe  facilement  au  cas  de  plusieurs  forces  attrac- 
tives ou  répulsives. 

204.  Revenons  au  cas  d’un  mobile  sollicité  par  une 
force  dirigée  vers  un  centre  fixe. 

Il  est  évident  que  la  trajectoire  est  comprise  dans  le 
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plan  passant  par  la  direction  de  la  vitesse  initiale  du 
mobile  et  par  le  point  fixe.  Nous  allons  en  déduire  un 
théorème  remarquable. 

Reprenons  les  équations 


m — =X  = P — , 
or  r 


qui  ont  lieu  en  supposant  l’origine  des  coordcmnées 
au  point  fixe  ; multipliant  la  première  par  — -y,  la 
deuxième  par  x , et  ajoutant  il  vient 


( xdy—yeTx 

m l 7— 

V dr 


^ ■=a=md 


(4, 


dt) 


dt 


ou 


dx 

— = ctmst. 
dt 


=C. 


Cette  constante  peut  être  déterminée  comme  il  suit  : 
en  appelant  S l’angle  de  la  vitesse  avec  la  fore»  sup- 
posée répulsive , et  Les  valeurs  de  r,wet 

respondants  à la  position  primitive  oG  de  r,  on  a 


cos. 


xdx+ydy 
rudt  ’ 


sin.  S=  \/  1 — cos.'it , 


d’où 


rbisin 


S = V^ r’u — r'w’cos.’i 


= \/^ 


j [dx’+dy]  — {xdx+ydy)' 


de 


x'dy'-^'dx' — 'ixydydx 


__^xdy—ydx_^  . , 

■ «ik.  O SS . 9s  • 


dt 
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Ç«la  posé,  pour  plus  de  simplicilé  employons  les 
coordonnées  polaires , alors  en  appelant  p l’angle  du 
ravon  vecteur  r avec  Taxe  des  x , on  a 

x = rcos.p,  y = rim.p, 

d’où 


dx  — coi.pdr — nm.pdp,  dy  = i\n.pdr-^r  cou pdp  , 


multipliant  la  première  par  — jr,  et  la  deuxième  {lar 
X,  et  ajoutant  il  vient 

xdy—ydx=  r*dp. 


Supposons  qu’au  bout  du  temps  rie  rayon  vecteur  soit 
passé  de  la  position  oG  à la  position  oA,  son  extré- 
mité a décrit  une  certaine  courbe , et  on  a un  certain 
secteur  CoA.  Donnons  txp  un  accroissement  très- petit 
Ap,  r deviendra  r-4-A/-,  et  le  secteur  BoA  pourra,  sans 
erreur  sensible , être  considéré  comme  un  secteur  cir- 
culaire : alors , en  appelant  le  secteur  CoA , on  aura 

BoA  =An=  - t*  dp  = - (xdy — ydx)  = - cdt, 
et 


dn=  - cdt, 
2 


d’où  en  intégrant  a=  — et , d'où  résulte  cette  consé- 
° 2 


quence  remarquable  que  les  airvs  décrites  sont  pro- 
portionnelles au  temps. 

On  peut  parvenir  autrement  au  même  résultat , 
car  le  secteur  BoA  étant  sensiblement  égal  au  triangle 
BoA,  on  a 


AU=  - r(r+Ar^sin.(AoB)  , 
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or , 

A-j/4-xr' 

co&.AoB= , ■ .■  .._  — — iin.  Aoa 

r(r-r^r)  rH 

rV’— (-r-r'-try)*  _ i.^'+y')  (jrx'yyrO' 

rV* 

(xy— ry* 

r"/’  ’ 


i.ÂoB  = ± 


rV*  rV 

^y—y^ 


_ xiy+Ay)  — ^(x+Ax)  _ x^y—y\x  _ 
” /^r+Ar)  ~ r(r+Ar) 

par  conséquent 

rM, 

ou 

da=  ^ {xdy—ydx)  — - Cuit  et  Q=  - et. 

2 2 2 

205.  Réciproquement  si  les  aires  décrites  sont  pro- 
portionnelles au  temps , la  force  est  dirigée  vers  un 
centre  fixe  (c’est-à-dire  vers  l’origine  des  coordon- 
nées d’après  nos  hypothèses)  : en  effet,  nous  avons  d’a- 
près ce  qui  précède, 

dn=  - cdt , 

2 

ou  bien 


ou  bien  encore 


xdy—ydx 

dt 

xcCy—yd'x 


:C, 


de 


= 0, 


mais  on  a aussi 


dx 


d'y 


m— =X,  /n  — =Y, 
dt'  'de  ' 


ainsi  l’équation  précédente  devient 

xY-^X  = 0 ou  ^ = Ÿ~— 
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X=±P-,  Y^±P-, 

r r 

donc , etc. 

206.  Nous  venons  de  voir  qu’un  point  matériel  solli- 
cité par  une  force  dirigée  vers  un  centre  fixe  décrit  une 
courbe  plane , de  manière  que  les  aires  décrites  sont 
proportionnelles  au  temps,  et  inversement  que  tout 
point  matériel  décrivant  une  courbe  plane,  de  sorte 
que  les  aires  soient  proportionnelles  au  temps,  est 
sollicité  par  une  force  dirigée  vers  un  centre  fixe.  On 
peut  aller  plus  loin  et  démontrer  que , si  dans  la  di- 
recte on  donne  de  plus  la  nature  de  la  farce , on  en 
déduit  celle  de  la  courbe  décrite , et  que  dans  la  ré- 
ciproque la  nature  de  la  force  se  déduit  de  celle  de 
la  courbe. 

En  ellet,  nous  avons  généralement  udo>= — ^r 

, da:'+dy' 
dt'  ' 

la  première  donne 

w’=  — 2 I tfdr, 

J r, 

et  la  deuxième  devient  en  passant  aux  coordonnées 
polaires 

dr'+r’dp 

mais  de  plus  rdp=cdt  d’où 


substituant  cette  valeur  dans  celle  de  , il  vient 
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. {dr-+rdp')_  c*  e'dr‘ 

c'dr'  _^._Ç*  ._£_j 

r*dp'  r* 


OU 


J rc 

C) 


ou  bien 


et 


dp=  + 


'0 


(«•-aJWp)' 


Mais  d’après  nos  suppositions  on  donne  la  valeur  de  f 
en  fonction  de  r , ainsi  cette  équation  est  une  relation 
entre p et  r,  c’est-à-dire  l’équation  polaire  de  la  courbe 
décrite. 

La  réciproque  est  également  vraie , car  nous  avons 
_1  d(o>‘) 

’’~2  dr  ’ 


il  ne  reste  donc  qu’à  avoir  u eu  fonction  de  r,  ce  qui 
revient  à connaître  la  nature  de  la  courbe , puisque 
r«qaation  de  cette  courbe  étant  une  relation  entrep 
et  r,  on  pourra  dans  (*)  exprimer  p en  fonction  de  r, 
d’où  l’on  déduira  la  valeur  de»  demandée. 
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Lois  de  Kepler,  mouvement  des  planètes. 

207 . Les  as  tronomes  ont  é tabli , d’après  l’observation 
les  lois  géométriques  des  mouvements  des  planètes  au- 
tour du  soleil  et  des  satellit^  autour  des  planètes.  Ces 
mouvements  s’accomplissent  à fort  peu  près  dans  des 
orbites  elliptiques , et  sont  assujettis  à des  conditions 
générales , appelées  lois  de  Kepler.  Newton  a déter- 
miné , d’après  ces  lois , la  cause  mécanique  de  ces  mou- 
vements , c’est-à-dire  la  nature  des  forces  dont  les 
corps  planétaires  étaient  animés , et  des  actions  qu’ils 
exerçaient  les  uns  snr  les  autres.  11  a montré  que  ces 
actions  étaient  le  résoltat  d’une  force  d’attraction  mu- 
tuelle existant  entre  toutes  les  parties  des  corps,  et 
dont  l’intensité  était  réciproque  au  carré  de  la  di- 
stance de  ces  parties. 

Les  lois  de  Kepler  sont  au  nombre  de  trois,  dont 
voici  les  énoncés  ; 

1*  I,es  planètes  se  meuveut  dans  des  courbes  pla- 
nes, et  leurs  rayons  vecteurs  décrivent  autour  du 
centre  du  soleil , des  aires  proportionnelles  au  temps; 

2*  Les  orbites  ou  trajectoires  sont  des  ellipses  dont 
le  soleil  occupe  un  des  foyers  ; 

3°  Les  carrés  du  temps  des  révolutions  autour  du 
soleil  sont  entre  eux  comme  les  cubes  des  grands  axes 
des  orbites. 

Ces  lois  se  rapportent  au  mouvement  du  centre  de 
gravité  des  planètes,  et  c’est  du  mouvement  de  ce  point 
que  nous  entendons  parler. 

208.  De  la  première  de  ces  lois  , et  d’après  ce  qui  a 
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été  démontré  dans  le  paragraphe  précétlent,  il  résulte 
que  la  force  qui  produit  le  mouvement  d’une  planète 
est  dirigée  vers  le  centre  du  soleil. 

209.  De  même  , d’après  ce  qui  a été  démontré  dans  Fig  Gi. 
le  paragraphe  précédent,  la  deuxième  loi  donne  le 
moyen  de  déterminer  les  variations  de  cette  force,  en 
eflet  : supp>osons que  la  trajectoire  soit  l’ellipse^BDAE  ; 
plaçons  l'origine  des  coordonnées  au  centre  du  soleil 
supposé  au  point  F,  foyer  de  l’ellipse.  Soit  P une  po- 
sition de  la  planète , 


AC=a,  CF=ax, 


c désignant  l’excentricité , c’est-à-dire  le  rapport  de 
la  distance  des  foyers  au  grand  axe , p l'angle  variable 
du  rayon  vecteur  r avec  l’axe  des  x et  P l’angle  constant 
de  ce  dernier  avec  le  grand  axe  de  l’ellipse.  Gela  posé , 
on  a 


cos.(PFF)  = 


r’-f4a’i* — (2a — r)' 


d’où 


cos.(PFA)  = co8.(/> — P)  = 


4acr 

(2a— r)’— r’— 4a’i’ 


d’où 


\atr 

4a’(l — •’)  — 4ar  a(l — i) 

4a«r  tr 


(a)  icos.  ip — P)  — — — ^ — 1 


1 

C 


pour  avoir  la  vitesse  w il  faut  connaître  or,  en  dif- 

dr 


féren tient  il  vient 

, O,  , a(l — t]dr 

c sin.{p — P)a/j= — , 


fNin.  l'/j — P)= 


a(l — €')dr 
r’dp 


b dr, 
r dp 
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€D  posant  a (1 — 1‘)  .•  alors 

b 

•CO»,  (p— P)  1 , 

r 


élevant  ces  deux  équations  au  carré,  et  ajoutant  il 
vient 


ou  en  remplaçant  la  quantité  entre  parenthèses  par  sa 
valeur 


I 


différentiant , on  obtient 


ce  qui  revient  à 

Î^=_£*,.L  = _* 

^2  dr  b d è/' 

mais  , d’après  ce  que  nous  avons  vu 


donc 


- * A 


V 


donc  /a  force  qui  emporte  une  planète  dans  l'espace 
est  inversement  proportionnelle  au  carré  de  sa  di- 
stance au  centre  du  soleil. 

310.  En  s’appuyant  sur  la  troisième  loi  de  Kepler,  il 
est  facile  de  démontrer  que  cette  force  est  la  même 
pour  toutes  les  planètes,  ou,  en  d’autres  termes,  qu’elle 
ne  dépend  que  de  leur  distance.  En  eflet , nous  avons 
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trouvé  2 > 3>Dsi  > si  T est  le  temps  de  la  révolu- 

tion d’une  planète,  l’aire  de  l’ellipse  décrite  sera  - cT; 

mais  cette  aire  est  aussi  égale  au  produit  de  tt  par  le 
produit  des  demi-axes , ou  à 


îta’Kd— O : 
on  a donc  l’ég-alité  ^ 

d’où 


et 


2ra>k(1— O 

T 


' , 4-’a4(l— I’) 

^ rp»  y 

et  par  suite 

, c*  Ar.’u^ 

or,  est  une  quantité  constante  d’après  la  troisième 

loi  de  Kepler;  ainsi  k ne  varie  pas  en  passant  d'une 
planète  à une  autre,  donc  il  en  est  de  même  delà  force  ç. 

La  force  motrice  de  chaque  planète  esNslonc  indé- 
pendante de  sa  nature  particulière,  et  proportion- 
nelle à sa  masse  comme  les  poids  à la  surface  de  la 
terre.  Elle  varie  d'une  planète  à une  autre,  suivant 
la  même  loi  que  d’une  position  à une  autre  de  la  même 
planète.  Ainsi  les  trois  lois  de  Kepler  font  connaître 
complètement  la  force  qui  retient  les  planètes  dans 
leurs  orbites. 

21 1 . Newton  a étendu  les  lois  de  Kepler  et  celles  qui 

17 
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sVn  déduisent  aux  comètes  dans  leur  mouvement  au- 
tour du  soleil,  et  aux  satellites  autour  de  leurs  plauètes 
respectives  : de  plus  on  étend  ces  mêmes  lois  aux 
étoiles  doubles , dans  lesquelles  un  mouvement  révo- 
lutif  de  l’une  d’elles  autour  de  l’autre  a été  reconnu. 

I^es  comètes  dans  leur  mouvement  ne  diflèrent  des 
planètes  qu’en  ce  qu’elles  ne  sont  pas  constamment 
visibles  ; c’est  là  ce  qui  rend  très-difScile  la  détermi- 
nation de  leurs  orbites  ; quelques-unes  ne  sont  pas 
dans  ce  eus  ; quant  aux  autres  , on  calcule  leur  mou- 
vement en  prenant  pour  trajectoire  dans  l’étendue  où 
elle  est  visible  une  parabole  dont  le  foyer  est  au  centre 
du  soleil,  en  supposant  toujours  les  aires  décrites  pro- 
portionnelles nu  temps. 

Fig  6a.  212.  Nous  avons  vu  que  les  planètes  décrivent  des  el- 

lipses , de  manière  qu’entre  les  coordonnées  de  la  tra- 
jectoire on  a constamment  les  relations 
b 

(1)  tco»,  {p — P)="  — 1 (2)  r'dp=.cdt  ! 


il  s’agit  maintenant  d’avoir  une  relation  finie  entre  p 
et  t ; or,  en  différentiant  l’équation  (1),  on  obtient 


d’où 


esin.  [p — P)  = 


bdr 
r'dp  ’ 


bdr 

CSill.(/7— P)’ 


substituant  daus 


bdr  , bdr 

(2)  — — P - 

tsm.(p  P)  — t‘cos.’(p — P) 

bdr 
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Cette  équation,  étant  intégrable,  puisque  les  variables 
sont  séparées,  nous  fournira  une  relation  entrer  et  t 
qui , jointe  à l’équation  (2) , nous  conduira  à la  rela- 
tion demandée,  (.es  calculs  étant  très  - compliqués  , 
nous  nous  contenterons  de  considérer  le  cas  où  l’ex- 
centricité t est  assez  petite  pour  qu’on  puisse  en 
négliger  le  carré  et  les  puissances  supérieures  : c’est 
d’ailleurs  ce  qui  arrive  pour  la  plupart  des  planètes. 
De  l’équation  (1}  on  tire 

b 

- 

1-t-icos.  {p — P)’ 

ou  en  posant 

P=0,  r=; — = ù(l — (cos.p), 

l + fCOS./» 

en  négligeant  la  puissance  de  < supérieure  à la  pre- 
mière : on  déduit  de  là 


r’=6’(l — 2ecos p+tco&.‘p)  = b'{\ — Sicos.p)  : 
substituant  cette  valeur  dans  (2),  il  vient 
i’(l  — ^itfxa.p)dp  = cdt. 


ou 


. c , c , 

(l-2.cos.p)rf/,=  y = 


d’ailleurs 


d=kb=ka[i — t)  = ka,  c = k'<‘^~-. 


(1 — 2 icoi p)dp  = 


opérant  l’intégration  à partir  de  t=0 , c’est-à-dire  a 
partir  du  point  A de  départ  de  la  planète  , on  a pour 
résultat 


- Digitized  by  Google 


( aGo  ) 

P — '2ts\n.p  — 


p=  P («). 

Dans  le  cas  où  c=0,  celte  équation  devient 

dans  ce  cas , la  trajectoire  est  un  cercle  dont  le  rayon 
est  a ; car  alors  les  angles  ou  les  aires  parcourus  sont 
proportionnels  au  temps.  Dans  le  cas  de  l’ellipse , si  on 
néglige  dans  sin.  p les  termes  en  < , ou  dans  2>  sin.  p 
les  carrés  de  f , on  aura 


d’c 


posons 


sin. /J 


alors 


sin.^  = s (ù+^i)  = siii.i»cos.</«  .)-sin.ÿ  tcOs.ù 

,3,3 


= sin.6  |t— — — etc.,,  +cos.ù|  9.— 


ainsi 


sin.  f+gt  j = sin.ù+7«cos  i = siii.y)  ; 

substituant  dans  (x) , celte  équation  devient 
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213.  Pour  observer  le  mouvement  de  la  planète,  on  rig.  c>x. 
a imaginé  un  astre  Bctif  décrivant  autour  du  soleil  le 
cercle  (3),  pendant  que  la  planète  décrit  l’ellipse  (4), 
et  on  a comparé  ces  deux  mouvements.  D’abord , au 
premier  instant , c’est-à-dire  au  point  de  départ  des 
deux  astres , les  deux  rayons  recteurs  coïncident  : 
lorsque  l’astre  fictif  a parcouru  une  demi-circonfé- 
rence , 


d’où 

(pr)''=0' 

par  conséquent  les  valeurs  (3)  et  (4)  de  p coïncident , 
c’est-à-direque  lorsque  l’astre  fictif  est  parvenu  en  B',  la 
planète  est  en  B;  de  même  pourp=2ir,  lesdeux  valeurs 
de  P étant  encore  les  mêmes,  les  deux  astres  parcour- 
ront dans  le  même  temps  la  deuxième  moitié  de  leurs 
orbites  : de  plus , dans  la  première  demi-révolution  , 


étant  compris  entre  0 et  ir , il  s’ensuit  que 

est  positif,  tandis  que  le  contraire  a lieu  pour  l’autre 
demi-révolution.  Ainsi , dans  le  premier  cas  , le  rayon 
vecteur  correspondant  à l’astre  réel  est  en  avant  de 
relui  de  l’astre  fictif,  et  inversant  dans  le  deuxième  cas. 
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Ajoutons  que , d’après  la  marche  des  sinus  , l’angle 
des  deux  rayons  vecteurs  va  en  augmentant  dans  le 
premier  et  troisième  quart  de  révolution  , et  en  dimi- 
nuant dans  le  deuxième  et  quatrième , en  sorte  que  le 
maximum  de  cet  angle  a lieu  lorsque  le  rayon  de  l’as- 
tre fictif  coïncide  arec  l’ordonnée  du  foyer.  Cet  angle 
variable  s’appelle  l’équation  du  centre  : les  rayons 
recteurs  des  deux  astres  coïncidants  prennent  des 
noms  particuliers.  Le  point  A s’appelle  périhélie,  et\e 
point  B aphélie.  L’angle  P se  nomme  longitude,  et 
l’angle  variable  {p — P)  est  désigné  sous  le  nom  d’ano- 
malie  vraie.  Si  l’on  appelle  T le  temps  de  la  révolu- 
tion d’une  planète,  et  qu’on  fasse 


2r 


cette  constante  n sera  la  vitesse  moyenne  angulaire , 
et  nt  le  moyen  mouvement  de  la  planète. 

En  prenant  le  jour  moyen  pour  unité  de  temps , et 
mettant  360°  au  lieu  de  , on  a , relativement  à la 
terre , 

T=  365,256374,  «n=0“59'8"; 

cette  valeur  de  T est  la  durée  de  l’anuée  sidérale  , ou 
l’interv.ille  de  temps  qui  s'écoule  entre  deux  retours 
consécutifs  du  soleil  à une  même  étoile  dans  son  - 
mouvement  apparent  autour  de  la  terre.  L’intervalle 
compris  entre  deux  retours  consécutifs  à un  même 
équinoxe  est  plus  court , à cause  que  les  points  équi- 
noxiaux ont  écliptique  un  mouvement  rétrograde, 
ou  en  sens  contraire  de  celui  du  soleil.  En  prenant 
50", 22427  pour  la  prccession  annuelle  en  1800  , et 
observant  que  le  rayon  recteur  du  soleil  emploie 
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Qj, 01^158  à décrire  ce  petit  angle,  il  en  résulte 
365^242216  pour  la  longueur  de  l’année  équinoxiale 
au  commencement  de  ce  siècle  L’année  sidérale  est 
constante  ; mais  la  précession  des  équinoxes  varie  un 
peu , et  par  conséquent  aussi  l’année  équinoxiale. 
La  longueur  diminue  à peu  prés  d’une  demi-seconde 
par  siècle. 

S III. 

Mouvement  eC  un  point  matériel  soumis  à une  force 
centrale. 


214.  Le  problème  qu’il  s’agit  de  résoudre  est  l’inverse 
de  celui  du  paragraphe  précédent . c’est-à  - dire  qu’on 
suppose  qu’une  force  constante  dirigée  vers  un  centre 
fixe,  et  donnée  en  fonction  de  la  distance  du  mobile 
à ce  point,  est  appliquée  à ce  mobile,  et  on  se  propose 
d’en  conclure  la  trajectoire  et  la  loi  du  mouvement. 

M^ous  avons  démontré , en  eiiét , dans  le  premier 
paragraphe,  que  cette  détermination  est  toujours 
possible , et  nous  sommes  parvenus  à l'équation 


d 

dp=z~^ 

k 

SI  nous  posons  <{<=  —,  supposition  qui  se  rapporte 
aux  lois  de  Kepler,  alors 


'2k  'Ik 

— + I 

r To 


et  par  suite 


dp=^~ 
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. O 


= + 


la  somme  des  trois  premiers  termes  du  dénominateur 
do.t  être  une  quantité  positive , puisque^  doit  être 
reel , et  c est  ce  qui  est  en  eflét  .car 

• , ik 

='"»  — + — - . 

“ «oVsin.Vo  ’ 

or,  cette  quantité  est  plus  grande  que 

«„■— H JL. 

^ 9 “«Vo*  ' 

qui  est  un  carré  parfait,  et  par  conséquent  positive  ; 

donc  elle  est  elle-même  positive.  Cela  posé,  - étant 

une  constante,  on  peut  écrire  l’équation  précédente 
sons  la  forme 

en  posant 

- !L. 

ro  c‘  c'  ’ 

or,  d’après  ce  que  l’on  sait. 


f- 


dx  J- 

: = arc.cos.  — ; 
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ainsi  l'équation  précédente  intégrée  nous  donne 


P-P=± 


C k 

arc. COS.  - — - 
r c 

h ' 

c 


en  appelant  P la  valeur  de  p correspondante  à la  po-' 
sition  initiale  du  rayon  vecteur,  ou 


P — P=iarc.cos.  , 

' A r A/ 


ou  bien 


(!)  cos.(;,-P)=i--^, 


OU  bien  encore 


A ^ 

-COS.{p-P)  = _-1: 


lorsque  p=P,  le  premier  membre  de  (1)  devient  égal 
à l’unité  ; ainsi  p se  réduit  h P pour 

c’  k _ 
hr  Â ^ ' 

l’équation  (1)  est  l’équation  polaire  de  la  trajectoire , 

que  nous  allons  discuter. 

215.  Il  peut  arriver  que  h soit  ■<  ou  = ou  > A-  : dans 

. h ^ h , 

le  premier  cas  <1 , et  on  peut  poser  ~ • étant 

une  quantité  plus  petite  que  l’unité  : alors  l’équation 
de  la  trajectoire  devient 

« c’  à 

• COS.(p — P)  = 1 = 1 , 

k r 

équation  d’une  ellipse  dont  b est  le  demi-paramètre  , 
et  e l'excentricité,  et  qui  est  identique  avec  l’équation 


( a66  ) 

(a)  du  paragraphe  précédent,  en  remplaçant  6 par  sa 
valeur  a (I — i*).  Si  on  pose  jd=P,  il  vient 

b 


si  au  contraire 


alors  r=b , c’est-à-dire  l'ordonnée  du  foyer  ou  le  demi- 
paramètre. 

Dans  le  deuxième  cas  , h=k  ou  ^ =1 , et  on  a 


cos.(p— Pj=  — — 1 : 

si  on  appelle  R la  valeur  de  r correspondante  à p=P 
ou  P — P=0  , il  vient 

l = — 1 ou  c’=2iR, 

k K 


et  l’équation  devient 


2k 


d’où 


cos.(p — P)= 1 , 


2R 


l-|-cos.(p — P)  ' 

Fig.  63-  Voyons  quelle  courbe  représente  cette  équation.  Pour 
cela , soit  F l’origine  des  coordonnées , et  en  même 
temps  le  point  d'où  émane  la  force  centrale  , 

FA=An=R , 

P un  point  de  la  trajectoire  , et  SS' une  ligne  perpen- 
diculaire en  n à la  droite  BA  : menons  Pm  paral- 
lèle à SS',  et  PA  perpendiculaire  à la  même  ligne , on  a 

F/n=n  os.(p— P)  ; 
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ainsi  l'équation  de  la  courbe  revient  à 

FP+Fin  =2R=F/i=F/n+mn=F/n+PA , 
d’où  l’on  tire 

PF=P/»  : 

ainsi  la  courbe  est  uue  parabole  dont  le  foyer  est  en  F, 
le  sommet  en  A,  et  la  directrice  la  ligne  SS'. 

A . A 

Dans  le  troisième  cas,  A>A,  ou  > 1 , ou  bien  ^ =s«, 

< étant  plus  grand  que  l’unité.  L’équation  de  la  courbe 
est 

c’  b 

<cos.(p — P)=  1= 1 , 

• Lf  P 


mais  tci 


kr 

ô=u(.’-l)  ; 


„ • «(«’—!) 

«cos.(p — P)=  ..  ■ — ■ — 1 : 

■ 

pour  interpréter  ce  résultat,  observons  que  cette  équa- 
tion ne  diilère  de  l’équation  (a)  que  par  le  signe  de  a : 
or,  Informe  primitive  de  l’équation  (a)  était 


coi.[p — P)= 


iatr 


nous  pouvons  donc  prendre  pour  la  courbe  qui  nous 
occupe 

' (_2a-r)*-4aV-s*  /'+4aV— (Üa+r)' 

cos.ip — P)= = ! 


— 4flir 


iair 


cela  posé,  l’origine  étant  en  F,  prenons  FG=2a«;  Fig.  64. 
P'  étant  un  point  de  la  courbe  , nous  aurons 


cos.  {p—  P)  = 


PG 

Aatr 
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ainsi 

donc 


PG=2rt  -(-« , 
PG— FP=2«, 


par  conséquent  la  trajectoire  est  une  hyperbole  dont 
l’un  des  sommets  est  A , et  dont  les  foyers  sont  F et  G. 

216.  D’après  ce  qui  précède , dans  tous  les  cas  la  tra- 
jectoire est  une  section  conique,  et  elle  est  une  ellipse  , 
une  parabole  on  une  hyperbole,  suivant  que  h est 
<C  011  = ou  > A.  Voici  comment  on  peut  interpréter 
ces  résultats  d’après  une  observation  de  M.  Coriolis  ; 
nous  avons 


ainsi  A < ou  = ou  >A  revient  k «o*  < ou  = ou  > — : 

. 

de  plus  uda= — ifdr  ; si  on  suppose  un  mobile  partant 
de  l’état  de  repos  d’une  distance  a du  centre  fixe , et 
parvenu  à une  distance  r„  de  ce  centre , on  tire  de  cette 
équation , en  nommant  n’  la  valeur  que  prend  w'  dans 
ce  cas. 


mais  si  a est  supposé  très-grand , on  peut  négliger  — , 


et  il  reste 


ainsi  — désigne  la  vitesse  acquise  par  un  corps  partant 
0 

d’une  distance  infinie  et  de  l’état  de  repos  en  passant 
à la  distance  r„  du  centre  fixe  : la  valeur  de  u étant 
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bien  connue,  on  voit  que  la  trajectoire  est  une  ellipse, 
une  parabole  ou  une  hyperbole , suivant  que  <u.'<C  ou 
= ou  >>  U*  ; alors  les  hypothèses  n’ont  plus  rien  de 
vague. 

S rv. 


Attraction  universelle , masse  des  planètes  , densité 
moyenne  de  la  terre. 


Oisons  d’ahord  un  mot  du  mouvement  des  satellites. 

217.  Considérons  deux  mobiles  dont  les  masses  soient 
m et  m',  et  les  coordonnées  xyz,  s/yz'  : si  le  premier 
est  sollicité  par  deux  forces  y et  4>,  et  le  deuxième  par 
deux  forces  <p'  et$,  les  équations  du  mouvement  seront 
pour  le  premier 


d’x 

~dF 


eTy 

: ® COS.  1+  O,  cos.  L — = ip'cOS.u44> COS.M, 
dr 


et  pour  le  deuxième 


(Tz 

— = ÿCOS.»+$COS.N, 


d’x'  dV 

cos.V+$cos.L,  -^ssf'cos.u'+^cos.M, 

• d*z'  , , . 

— - = « cos.ï -H»cos.W , 
dt 


en  appelant  X,;x,v  les  angles  de  la  force  avec  les  axes 
des  coordonnées,  i'/»' ceux  de  la  force  et  L,M,N 
ceux  de  la  force  $.  Mais  si  on  veut  connaître  seulement 
le  mouvement  relatif  de  m'  par  rapporta  m , il  suffira 
de  déterminer  à chaque  instant  les  quantités 

sd—x,y—^-,z'—z  : 

or,  en  retranchant  deux  à deux  les  équations  précé- 
dentes , il  vient 
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(Tix'—x) 


de 


COS.A  — fCOS.A, 


de 

<f(z' — z) 


de 


Sf  COS.fX  fCOS.u  , 

y'cos.v' — f cos.v; 


la  force  $ n’entrant  plus  dans  ces  équations,  il  en  ré- 
sulte que  le  mouvement  relatif  de  m'  est  indépendant 
de  cette  force  : or,  à cause  de  la  grande  distance  du 
soleil  aux  planètes  et  à leurs  satellites  , on  peut  consi- 
dérer le  soleil  comme  étant  à égale  distance  de  ces 
astres . et  les  droites  menées  du  soleil  à une  planète 
et  à son  satellite  comme  parallèles  : il  résulte  de  là  que 
l’action  du  soleil  est  la  même  sur  ces  deux  corps , 
et  qu’ainsi , d’après  ce  que  nous  venons  de  démontrer, 
le  mouvement  des  satellites  autour  de  la  planète  étant 
indépendant  de  l’attraction  du  soleil , le  satellite  dé- 
crira une  ellipse , dont  la  planète  occupera  un  fçjer. 

218.  Ce  que  nous  venons  de  dire  suppose  que  la  pla- 
nète est  fixe  ; comme  dans  le  mouvement  des  planètes 
nous  n’avons  pas  eu  égard  au  mouvement  propre  du  so- 
leil , voyons  si  cette  circonstance  modiGe  nos  raisonne- 
ments. Soient  xyz  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité d’une  planète,  m sa  masse , et  $ la  force  accéléra- 
trice résultant  de  son  attraction  sur  le  soleil , $>>!;  les 
coordonnées  du  centre  de  gravité  du  soleil,  M sa 
masse , et  7 la  force  accélératrice  provenant  de  son 
attraction  sur  la  planète  , et  appelons  les  angles 
de  f avec  les  axes  : puisque  l'action  des  deux  astres  a 
lieu  en  sens  contraires  suivant  la  droite  qui  joinlleurs 
centres  de  gravité , on  aura 

tTx  tPy  d’z  . 

rfF  = ’ cos.V , — = 7Cos.^,  _ = , cos.  V , =_$cos. *, 

-—-.as — q>COS.u,  — ='— (pcos.vj 

dt  ' dt 
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nés  équations  déterminent  h chaque  iustantla  position 
des  deux  astres.  Il  nous  importe  seulement  de  connaî- 
tre la  position  de  la  planète  par  rapport  au  soleil , ce 
que  l’on  peut  faire  au  moyen  des  équations  suivantes, 
déduites  des  précédentes  , retranchées  deux  à deux  : 

— — = (?+$)  cos . * , — = (l>+<t»)COS.f<  , 

d*fs— ï) 

— — = (î44»)  cos.  » : 

ces  équations  nous  montrent  que  le  mouvement  de 
la  planète  est  le  même  que  si  le  soleil  était  fixe  et  at- 
tirait la  planète  avec  une  force  accélératrice  On 
obtiendrait  un  résultat  analogue  pour  les  satellites. 

Le  mouvement  des  satellites  autour  des  planètes 
étant  à fort  peu  près  assujetti  aux  mêmes  conditions 
que  les  mouvements  des  planètes  autour  du  soleil , 
les  résultats  précédents  conduisent  h considérer  les 
mouvements  des  astres  comme  étant  régis  par  une 
force  d’attraction  mutuelle  exisUinte  entre  toutes  les 
substances  matérielles , proportionnelle  à la  masse 
des  parties  qui  s’attirent , et  réciproque  au  carré  de  la 
distance  actuelle  de  ces  parties.  Cette  hypothèse  est 
développée  par  le  calcul  dans  les  lois  du  système  du 
monde. 

219.  La  force  d’attraction  qui  s’exerce  entre  deux  corps 
planétaires  doit  être  regardée  comme  émanant  de  tou- 
tes les  parties  de  ces  corps.  .Mais  leur  figure  est  à peu 
près  sphérique,  et  il  a été  démontré  que  la  force  d’at- 
traction dont  il  s’agit  peut  être  supposée  émaner  du 
centre  des  planètes  , comme  si  toute  leur  masse  était 
concentrée  en  ce  point.  D’après  cela , considérons 
deux  corps  planétaires  dont  les  masses  sont  respective- 
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meut  M et  m , la  distance  de  leurs  centres  étant  dési- 
gnée par  r.  La  force  avec  laquelle  chacun  de  ccs  corps 
est  attiré  vers  l’autre,  exprimée  en  unités  de  poids  , 
doit , conformément  au  principe  que  l’on  vient  d’é- 
, , -M./n  , , . 

noncer,  être  representee  par/ —p;— , en  désignant  par 

f un  coefficient  constant.  Ainsi , ces  corps  éUint  suppo- 
sés céder  librement  à cette  attraction  , le  premier  s’ap- 
prochera du  second  en  acquérant  la  vitesse  f ^ dans 
l’unité  de  temps  , et  le  second  s’approchera  du  premier 
en  acquérant  la  vitesse dans  l’unité  de. temps. 


Donc,  si  l’on  considère  le  mouvement  relatif  du  se- 
cond corps  par  rapport  au  premier  , c’est-à-dire  le 
mouvement  par  lequel  ce  second  corps  s’approche  du 
premier,  regardé  comme  fixe  dans  l’espace,  il  faut 
considérer  ce  second  corps  comme  acquérant  dans 
l’unité  de  temps  la  somme  des  deux  vitesses  précéden- 
tes, c’est-à-dire  la  vitesse 
/(M+w) 

r' 


D'après  ce  qui  précède , M désignant  la  masse  du 
soleil , m la  masse  d’une  planète  , r la  distance  actuelle 
des  centres  de  ces  deux  corps,  la  force  à laquelle  sera  dû 
le  mouvement  de  la  planète  par  rapport  au  soleil  doit 
être  capable  d’imprimer  à la  masse  de  la  planète  la  vi- 


tesse f l’unité  de  temps,  ou  doit  .1 

/(M+m) 


avoir 


r’ 


-=rHD, 


mais 
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ou 


or. 


J 


(M  ¥m) 


k 

r’  ’ 


k = 


(/n+M) 


•/; 


b=a  {i— i’). 


^ »p*  * 


par  conséquent 

(«). 

T* 

Le  rapport  ^ varie  donc  avec  la  masse  m ; or  les 


observations  qui  conduisent  à la  troisième  loi  de  Kep- 
ler prouvent  qu’il  est  sensiblement  constant  ; il  faut 
donc  en  conclure  que  les  masses  des  planètes  sont  très- 
petites  par  rapport  à celle  du  soleil  : en  eflet , la  masse 
de  Jupiter,  la  plus  considérable  de  toutes,  n’est  pas 
un  millième  de  la  masse  du  soleil. 

C’est  pour  cela  que  l’attraction  mutuelle  des  pla- 
nètes ne  produit  que  des  perturbations  ou  très-lentes, 
ou  très-peu  considérables , dans  le  mouvement  ellip- 
tique dû  à l’attraction  du  soleil. 

220. La  force  accélératrice  qui  provientdel’attraction 
d’une  planète  m sur  une  autre  planète  m',  étant  indé- 
pendante de  la  m.isse  m',  et  proportionnelle  k la  masse 
m,  on  conçoit  que  les  perturba  tionsdues  à cette  force,  et 
qu’on  observe  dans  lemouvement  de  m' autour  du  soleil, 
peuvent  servir  à déterminer  le  rapport  de  la  masse  m à 
celle  du  soleil.  Ainsi,  par  exemple , d’après  la  grande 
inégalité  de  Saturne,  produite  par  Jupiter,  on  a trouvé 

lamasscdecettedernièreé£tale,Î7— -r  de  celle  du  soleil. 

10/0 
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L’atlraction  mutuelle  des  satellites  d'une  même  pla- 
nète , quand  elle  en  a plusieurs,  et  l’inégalilé  d’action 
du  soleil  sur  chaque  satellite  et  sur  sa  planète , produi- 
sent dans  les  mouvements  des  satellites  des  perturba- 
tions analogues  à celles  des  planètes , et  l'on  peut  en 
déduire  les  rapports  des  masses  des  satellites  à celle  de 
la  planète  dont  l’attraction  produit  leur  mouvement. 
Ce  moyen  manquant  pour  la  lune , on  y supplée  par 
d’autres  considérations;  par  exemple,  son  action  sur  les 
eaux  de  la  mer.  Du  reste,  nous  donnerons  tout  à l’heure 
les  moyens  de  déterminer  les  masses  des  corps  plané- 
taires. 

Les  comètes , à cause  de  la  petitesse  de  leurs  masses, 
ne  produisent  aucun  eflet  sensible  sur  les  planètes  ; 
mais  les  attractions  planétaires  troublent  leur  mouve- 
ment et  influent  sur  les  époques  de  la  réapparition  de 
ces  astres. 

221 . Le  rapport  entre  la  masse  m d’une  planète  qui  a 
un  satellite  et  la  masse  M du  soleil , peut  être  facile- 
ment déterminé  : soit  m' la  masse  du  satellite  , et  a'  le 
demi-grand  axe  de  l’orbite  qu’il  décrit  autour  de  la 
planète , et  T' le  temps  de  sa  révolution.  En  faisant 
usage  de  l’équation  (.<)  du  n°  219  , nous  aurons 

et  de  même 

f(m'-rm)  = 

Divisant  ces  deux  équations  l’une  par  l’autre,  il  vient 

M r ^ ^ 

\a'j  'T'  /n-t-m'  ( m'\ 

/«  ( H I 

N m / 
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mais  on  peut  négli^r  les  rapports 


m 

m 


m 
M ’ 


en  présence  des  masses  m et  M , et  on  a simplement 


M 


= ©•( 


T'V 

T/  ■ 


22'2.  La  connaissance  de  la  grandeur  du  rayon  de  la 
terre  et  del’intensité  de  la  pesanteur  à sa  surface  fournit 
le  moyen  de  déterminer  les  rapports  des  masses  de  tou- 
tes les  parties  du  système  solaire  et  l’intensité  de  la 
pesanteur  dans  les  divers  points  de  ce  système.  Soit  m 
la  masse  de  la  terre , la  masse  d’un  corps  placé  à une 
petite  distance  au-dessus  de  sa  surface , et  R le  rayon 
de  cette  surface,  ce  corps  tendra  à s’approcher  du  centre 
de  la  terre,  en  acquérant  dans  l’unité  de  temps  la 

vitesse  y ou  simplementy^,.  Si  est  très- 

petit  par  rapport  à m,  donc  / ^ = ÿ, g désignant  la 

vitesse  acquise  dans  l’unité  de  temps  par  les  corps 
graves  tombant  à la  surface  de  la  terre  (en  faisant  abs- 
traction du  mouvement  de  rotation  de  la  terre)  : en 
comparant  cette  équation  à l’équation  (7),  on  a 

m g'R’T’  m m 

- jÇi. 


M+/« 


expression  du  rapport  de  la  masse  de  la  terre  à celle 
du  soleil , on  trouve  — = 337068. 


Soit  maintenant  une  autre  planète  dont  m est  la 


( ) 

masse,  a'  le  demi-grand  axe  de  l’orbite  , T' le  temps 
de  la  révolution , on  aura 

/(M+m')= 

en  mettant  pour  /sa  valeur  — , 

Pour  déterminer  la  vitesse  g qui  serait  imprimée 
dans  l’unité  de  temps  aux  corps  tombant  à la  surface 
d’une  planète  dont  la  masse  serait  ni,  et  le  rayon  R', 
on  a 


qui , comparée  a 


donne 


, fui 


fm  _ 


, m n 


La  pesanteur  terrestre  est  un  cas  particulier  de 
l’attraction  universelle  ; c’est  pour  cette  raison  qu'on 
appelle  aussi  cette  force  générale  pesanteur,  ou  gravi- 
tation universelle.  , 

223.  On  a employé  deux  méthodes  différentes  pour 
évaluer  la  densi  té  moyenne  de  la  terre:l*’la  déviation  du 
fil  à plomb  causée  par  l’attraction  des  montagnes  voisi- 
nes , 2*  l’observation  des  oscillations  produites  par  l’at- 
traction d’un  corps.  Nous  indiquerons  succinctement 
le  principe  de  chacune  d’elles. 

Soit  V le  volume  de  la  terre,  et  w le  poids  moyen  de 
l’unité  de  volume  de  la  matière  dont  elle  est  formée, 
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lu  tuasse  de  la  terre  sera  exprimée  par  — en  désignant 

par  g la  vitesse  imprimée  par  la  gravité  aux  corps  pe- 
sants à la  surface  de  la  terre.  En  représentant  par  v 
le  volume  d’une  montagne  voisine , par  n'  le  poids 
moyen  de  l'unité  de  volume  des  matières  qui  la  com- 

posent,  on  aura  également  — pour  la  masse  de  cette 

S 

montagne.  Si  de  plus  on  représente  par  d la  distance 
du  lieu  où  l'on  se  trouve  au  centre  de  gravité  de  la 
montagne , nous  devrons  concevoir  que  les  corps  sont 
sollicités  dans  ce  lieu  : 1°  par  une  force  verticale  expri- 
mée par 


g ^ 


payant  la  même  valeur  que  précédemment , et  R étant 
le  rayon  de  la, terre;  2'' par  une  force 


/.vül  i 

g d-’ 


due  à l'action  de  la  montagne , que  nous  pouvons  sup- 
poser horizontale  sans  erreur  sensible.  Le  fil  à plomb 
devant  se  diriger  suivant  la  résultante  de  ces  deux 
forces , nous  aurons,  en  désignant  par  » l’angle  de  ce 
fil  avec  la  verticale, 

t'iiR* 

VîT5^’ 


équation  d’où  l'on  déduira  le  rapport  de  la  densité 

moyenne  de  la  terre  à celles  des  matières  dont  la  mon- 
tagne est  formée.^ 


Fig.  63. 


( ) 

Masheline  a fait  eu  Écosse  des  observations  de  ce 
genre,  dont  il  a conclu  que  la  densité  moyenne  de  la 
terre  est  quatre  à cinq  fois  plus  grande  que  celle  de 
l’eau. 

29i.  Voici  sur  quoi  repose  la  deuxième  méthode  : 

Concevons  une  verge  AA  considérée  comme  un  le- 
vier rigide  et  sans  masse  aux  extrémités  duquel  on  a 
placé  deux  petits  corps  égaux  entre  eux.  Ce  levier  est 
suspendu  par  son  milieu  C au  moyen  d’un  fil  très-lin. 
Admettons  maintenant  que  l’on  présente  aux  deux 
corps  A deux  niasses  égales  D ; l’attraction  de  ces 
masses  tend  à faire  sortir  le  levier  AA  de  sa  position 
naturelle,  et  à le  transporter  dans  une  position  voi- 
sine BB , en  faisant  tordre  le  fil  de  suspension.  Celui-ci 
ré.sislant  à celte  torsion  , les  corps  placés  aux  extrémi- 
tés du  levier  prennent  par  l’effet  des  actions  opposées 
de  l’attraction  des  masses  D , et  de  la  résistance  du  fil . 
un  mouvement  dont  l’observation  peut  conduire  à la 
solution  de  la  question  dont  il  s’agit. 

Les  expériences  de  Coulomb  apprennent  en  effet 
(|ue  la  résistance  du  fil  à la  torsion  est  proportionnelle 
a l’angle  de  torsion.  Cela  posé,  considérons  le  mouve- 
ment de  l’un  des  corps  A :soit  tu  sa  masse,  Mla  masse 
placée  en  D , r le  rayon  CA,  d la  distance  AD , et 
0 l’angle  de  torsion  au  bout  du  temps  T,  angle  sup- 
posé très-petit  : d’après  cela,  l'attraction  exercée  par  la 
masse  D pourra  être  considérée  comme  dirigée  dans  le 
sens  du  mouvement  de  la  petite  masse  A,  et  on  aura 
pour  l’équation  du  mouvement  de  cette  masse 


/Mm 

{d—r'i)’ 


/'désignant  toujours  le  même  coefficient,  sla  résistance 


( 379  ) 

du  fil  à la  torsion  lorsquel’angle  de  torsion  est  égal  à 1 . 
Si  on  néglige  les  puissances  supérieures  de  0 , cette 
équation  revient  à 

<f0  _/M  f s 2/~M^ 

df  etr  \mr  ) 


Pour  l’intégrer,  c’est-à-dire  pour  trouver  une  ex- 
pression de  0 enfonctiou  de  t , par  laquelle  l’équation 
soit  satisfaite , et  qui  s’accorde  également  avec  les  don- 
nées de  l’état  initial , on  posera 

6 =A+Bsin.^r+Ccos.^t, 

AB,C,p  et  q étant  des  constantes , et  l’on  s’assurera 
facilement  que  cette  expression  satisfait  à l’équation 
difiérentielle , pourvu  que  l’on  ait 


A = 


/JA 

iTr 


s 

mr 


2/M 

d' 


et  P 


=*?=\/;7r 


2/M 
d»  ■ 


L’expression  générale  de  6 est  donc 


’t—  • 


<fr 


s 

mr 


4Bsin.r 


V 


2/M 


d? 


les  constantes  B,C  se  détermineront  d’après  l’état  ini- 
tial du  corps  A.  Supposons  que  quand  t=0 , la  vitesse 
de  ce  corps  soit  nulle,  l’expression  précédente  ne 
pourra  satisfaire  à cette  condition , à moins  que  l’on 
n’ait  B=0.  Supposons  de  plus  que  la  valeur  initiale  de  $ 
soit  également  nulle  , il  faudra  alors  que  l’on  ait 


( a8o  ) 

rn 

p_  d“r 

j_  2/M  ’ 

mr 

ainsi , la  valeur  complète  de  0 sera  définitivemene 


mr  (P 


Cette  équation  fait  connaître  la  nature  du  mouve- 
ment périodique  que  prendra  le  corps  A.  Le  levier 
oscille  autour  d une  position  qui  forme  avec  la  position 
primitive  AA  l’angle 

s 2/M' 
mr  d} 

et  celte  même  expression  est  aussi  celle  de  l’écart  de 
ce  levier  à partir  de  cette  position  intermédiaire.  On 
peut  observer  l’amplitude  de  ces  oscillations . en  la 
désignant  par  n ; on  aura  donc 

» d’r 

11=2  ! 

^_2/M 

mr  tP 

la  durée  des  oscillations  dont  il  s’agit  est  d’ailleurs , 
comme  on  le  verra  bientôt. 


II 
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cette  durée  peut  être  égalemeut  observée  : en  la  dési- 
gnant par  6,  et  ayant  égard  à l’équation  précédente,  on 


aura 


■-VT' 


2/M 

mais  si  la  masse  delà  terre  est  désignée  comme  ci-des- 
sus par  V et  son  rayon  par  R , nous  aurons 
S 


f.V- 

g. 

R* 


zg,  d’où  f— 


Œ 

Vil  ■ 


De  plus,  si  a représente  le  volume  du  corps  placé  en 
D,  et  P le  poids  de  l'unité  de  volume  de  ce  corps , nous 

aurons  m=a^  - mettant  en  valeur  dans  l’équation  pré- 
cédente , elle  deviendra 


V / 1\  r æ Vil 

V 2 J R*  an’ 


d’où  l’on  déduit 


2 gVa 
P mi  dVV  ' 


les  expériences  dont  il  s'agit  sont  très-délicates  et  exi- 
gent des  précautions  minutieuses.  Celles  qui  ont  été 
faites  par  Cavendish  ont  conduit  à attribuer  à la  terre, 
une  densité  moyenne  égale  à environ  cinq  fois  ctdemie 
celle  de  l’eau , résultat  un  peu  plus  grand  que  celui  qui 
a été  mentionné. 
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CHAPITRE  IV. 

MOUVEMENT  SUR  UNE  SURFACE  OU  SUR  UNE  COURBE 
DONNéB. 


SK 

Equation*  du  mouvement  sur  une  surface  ou  une  courbe 
donnée. 


225.  Supposons  un  mobile  assujetti  à se  mouvoir  sur 
une  surface  L=0 , et  admettons  , ce  qui  est  permis , 
que  toutes  les  forces  accélératrices  soient  réduites  à 
une  seule  P,  et  que  le  mobile  est  doué  d’une  vitesse 
égale  à u,.  La  résistance  opposée  par  la  surface  devra 
être  dirigée  suivant  la  normale  ; et  si  on  tient  compte 
de  cette  force , on  pourra  assimiler  le  mouvement  du 
mobile  à celui  d’un  point  libre  dans  l’espace  soumis  à 
une  force  motrice  qui  sera  la  résultante  de  P et  de  la 
résistance  R : cela  posé,  diSérentiant  l’équation  de  la 
surface , il  viendra 


dæ 


dL  dL 

dc+^dj-h:j-dz=0, 
dy  dz 


et  si  a,b,c  sont  les  angles  de  la  résistance  avec  les  axes, 
on  aura 


COS. a 

cos.b 

cos.r 

dL 

■““5T 

d.i 

dy 

dz 
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équation  de  laquelle  on  déduit  les  valeurs  de  cos.  a , 
cos.  b,  cos.  c , en  prenant  le  signe  4 — suivant  le 

sens  dans  lequel  agit  la  résistance.  Maintenant , si 
X,Y,Z  sont  les  projections  algébriques  de  P,  et  )-,u,v  ses 
angles,  si  X',  Y', Z' sont  celles  de  la  force  motrice  totale, 
on  aura 

X'=  Pcos.l+Rcos.a=X+Rcos.fl 
Y'=  Pcos.,u+Rcos.i»=Y+Rcos.i 
Z'=Pcos.  +Rcos.c=Z+Rcos.  e, 

et  les  équations  du  mouvement  seront 

(2)  m— ^ =X'=X+Rcos.a,  m — =Y'=Y+Rcos.fr, 
di'  dt' 

=Z'=Z+Rcos.c; 

dC 

on  a donc  six  équations  entre  lesquelles  on  peut  éli- 
miner R,a,é,c  i on  aura  ainsi  deux  équations  qui , 
jointes  à l’équation  L=0 , détermineront  x,jr,z.  Or, 
les  trois  premières  donnent  les  valeurs  de  a,b,c,  et  des 
trois  dernières  on  peut  facilement  éliminer  R ; car  on 
en  tire 


dx 

m _ X 

dt 

— -Y 

,a-~L 

COS.rt 

cos.è 

COÜ.C 

ou  bien 

tCx 

V 

m—  — I 
df 

1 

1 

N 

dh  “ 

dV. 

djü 

ày 

dz 

cette  formule  équivaut  à deux  équations  qui , jointes 
il  1^=0 , suffisent  pour  déterminer  x,y,z  en  fonction 
de  t. 
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226.  De  cette  formule  on  peut  déduire  une  équa- 
tion remarquable  : multiplions  respectivement  haut  et 
bas  les  fractions  ci-dessus  par  <£r,  et  ajoutons  ; 

chacune  d’elles  sera  égale  à 


— 

dx 


dL  dL 

djc-\ dy+  — dz 

^ dy  ^ dz 


or,  dans  toutes  les  positions , les  coordonnées  du  mo- 
bile doivent  satisfaire  à l’équation  de  la  surface  L=0  , 
et  à son  équation  dilTéreutielle  ; donc  le  dénominateur 
est  nul , et  cette  fraction  ne  pouvant  être  infinie , il 
faut  que  le  numérateur  le  soit  aussi , et  on  a 


m 


dxtTx+dyd'y+dziTz 

d? 


= '\dx+Ydy+Zdz . 


On  peut  parvenir  plus  directement  à cette  équation  en 
multipliant  les  équations  du  mouvement  par  dx,  dy. 
dz,  à cela  près  que  le  deuxième  membre  renferme  le 
terme 

R(cos . -Hcos.  cos . cdx) , 


lequel  est  nul,  puisque  la  normale  à la  surface  est  per- 
pendiculaire à la  tangente  à la  courbe  suivie  par  le 
mobile. 

L’équation 

=^dx^Ydy+Zdz , 
dt 


m- 


r it  remplacer  l’une  des  équations  du  mouvement  ; 
ur,  on  sait  que  généralement  le  premier  membre  est 
égal  à mudw.  Donc 

m»d-*  = Y.dxVidY-\-Zdz, 

é(|uation  indépeodaute  de  R,  et  i|ui  n’est  autre  chose 
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que  l’équation  des  forces  vives  déjà  trouvée  pour  le 
mouvement  d’un  point  libre. 

Si  la  force  P qui  sollicite  le  mobile  émane  d’un  cen- 
tre fixe,  on  aura 

wi*i’ — ^ ^ J*  Pdr. 


Si  le  point  était  soumis  à l’action  de  la  pesanteur, 
alors 

X=^m,  Y=0,  Z=0, 

d’où 

madoi  = mgdx , 
et 

«la* — maô=  >ng{x — JT„) . 


227.  Si  le  mobile  se  meut  sur  une  courbe  dont  les 
équations  sont  M = 0,  N =0,  il  faut  tenir  compte  de 
la  résistance  de  la  courbe  qui  agit , suivant  une 
perpenuiculaire  à la  tangente  : soit  R cette  résistance, 
a,b,c  les  angles  avec  les  axes,  nous  pourrons  toujours 
assimiler  le  mouvement  à celui  d’un  point  qui  se  meut 
par  la  résultante  des  deux  forces  P et  R , et  nous  au- 
rons , comme  précédemment , les  équations 


iPx  d^y  _ tCz 

m m -r^  =Y+Rcos.6.  m-r-;=sZ+Rco«.c: 

dC  dt  ^ dC 


ici  ces  équations  renferment  quatre  inconnues  R,  a,  b,c, 
au  lieu  d’une  seule,  car  rien  ne  nous  indique  quelle  est 
la  normale  suivant  laquelle  agit  la  force.  Mais  cepen- 
dant c^tte  normale,  quelle  qu’elle  soit,  doit  être  per- 
pendiculaire à la  tangente  ; on  aura  donc 

cos.adx-H:os.àd)'-H:os.cdz=Oi  (a) 

d’ailleurs 

cos.'a+co8.’à+cos.’c=i  ; 
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ainsi , on  a cinq  équations  entre  lesquelles  on  peut  éli- 
miner R,  a,  b,  c,  l’équation  résultante  jointe  aux  deux 
équations  de  la  courbe  servira  à déterminer 

228.  On  peut,  entre  les  trois  premières , éliminer  R 
comme  précédemment , et  on  tombera  encore  sur 
l’équation 

fdxerx+dy<rY+dzifz\  . „ . 

m ^ J =zmt>>du  = X.dx+Yify’+Zdz  ; 


ainsi , cette  équation  subsiste  dans  tous  les  cas  pos- 
sibles. 

229.  On  peut  mettre  cette  équation  sous  une  autre 
forme ;en  effet,  i,u,v  étant  les  angles  delà  force  P,  on  a 
X Y Z 

P =COS.*,  — =COS.l/  , — =C08.ï  ; 


a , s,  7 étant  les  angles  de  la  vitesse  en  un  point  quel- 
conque , on  a 


dx 


dz 


= cos.a,  = cos.6  , — - cos. 7 , 

adl  wdt  s>dt 


d’où,  pour  l’angle  S de  la  vitesse  et  de  la  force  motrice, 

COS.^  = cos  ).COS.»+COS.(iCOS.[5-KOS.vCOS.7 
\dx-^dy+Zdz  mvd'.t  mdsà 

Pudt  Piodt  "Pdl  ’ 


donc , dan^  ce  mouvement , on  a 


_ , dw 

Pcos.3=m—  et 
dt 


[b)  <pcos.o  = 


dft> 

d7  '' 


or,  dans  le  cas  du  mouvement  d’un  point  libre  dans 
l’espace  , nous  avons  trouvé  précisément  cette  valeur 
pour  la  projection  de  la  force  accélératrice  sur  la  direc- 
tion de  la  vitesse  : ainsi  donc , dans  le  cas  où  le  mobile 
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se  meut  sur  une  surface  ou  sur  une  courbe , la  com- 
posante tcongentieile  est  toujours  liée  avec  la  vitesse 
par  la  même  relation  que  dans  le  mouvement  libre  : 
c’est  ce  qu’on  pouvait  prévoir,  en  effet,  en  décompo- 
sant la  force  accélératrice  en  deux  autres,  l’une  nor- 
male , l’autre  tangentielle  ; cette  dernière  sera  la  seule 
qui  influera  sur  la  vitesse , car  la  force  normale  est 
détruite  par  la  résistance.  Donc,  en  tenant  compte  de 
la  résistance,  le  point  peut  être  considéré  comme  libre, 
et  on  doit  avoir  la  même  relation  {b). 

Si  la  force  motrice  P est  nulle , alors 

X=0,  Y=0,  Z=0, 

et  on  a 

/n4i^/fr)  = 0,  r,'{fbi  = 0,  const., 

d’où  il  résulte  qu’un  point  matériel  assujetti  à se  mou- 
voir sur  une  courbe,  et  qui  n’est  sollicité  par  aucune 
force  accélératrice,  conserve  la  même  vitesse  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement. 

S »■ 

Force  centrifuge. 

230. La  pression  qu’un  point  matériel  exerce  sur  une 
courbe  qu’il  est  forcé  de  parcourir,  est  égale  et  con- 
traire à la  résistance  qu’oppose  la  courbe  et  qui  fait 
naître  la  vitesse  du  point.  Si  cette  résistance  devenait 
nulle,  le  mobile  s’échapperait  suivant  la  tangente  nu 
dernier  élément  : l'action  de  la  résistance  force  le  point 
à rester  sur  la  courbe  , et  lui  fait  parcourir  l’élément 
qui  suit  immédiatement.  Le  point  matériel  est  donc 
retenu  par  une  force  qui  agit  dans  le  plan  osculuteur  : 
elle  est  normale  à la  courbe , et  comme  elle  retient  le 
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point  sur  la  courbe , il  en  résulte  que  la  résistance  que 
' fait  naître  la  vitesse  du  point  matériel  est  dirif^ée  en 
chaque  point  de  la  courbe , de  ce  point  vers  le  centre 
du  cercle  osculateur.  La  pression  est  égale  et  opposée 
à la  résistance  : on  lui  a donné  le  nom  de  force  centri- 
fuge , soit  parce  que  c’est  la  force  avec  laquelle  le  point 
tend  à s’éloigner  du  centre  du  cercle  osculateur  de  la 
courbe,  soit  parce  que  Huygens , à qui  on  doit  la 
mesure  de  la  force  centrifuge,  l’a  déduite  de  la  consi- 
dération du  mouvement  circulaire. 

11  est  facile  d’avoir  l’expression  de  la  force  centri- 
fuge ; car  si  nous  remplaçons  la  résistance  par  une 
force  normale,  nous  pouvons  considérer  le  mouvement 
du  point  comme  celui  d’un  point  libre  ; nous  savons 
que  dans  ce  cas  la  composante  normale  est 

1 

^iu.o=  — , 

b 

_p  étant  le  rayon  de  courbure,  et  cette  composante  est 
précisément  la  force  centrifuge. 

Fig.  64-  231  .On  peut  parvenirdirectementàladétermination 

de  la  force  centrifuge  : en  effet , si  le  point  n’était  pas 
retenu  parla  courbe , il  suivrait  la  tangente  et  arrive- 
rait en  un  point  T au  bout  du  temps  tandis  qu’é- 
tant soumis  à la  résistance  de  la  courbe , il  arriverait 
en  B au  bout  du  même  temps.  L’anoma/ie  BT  sera 
sensiblement  la  direction  de  la  force  <f,  qui  tend  à éloi- 
gner le  point  matériel  de  la  courbe,  c’est-à-dire  de 
la  force  centrifuge  : cette  anomalie  étant  parcourue 
dans  le  temps  , on  a 

O ^ 


( ) 

Supposons  maintenant  qu’on  prenne  AC=AT,  dans 
le  triangle  TCB  . les  angles  C et  B étant  sensiblement 
ilroiU,  les  côtés  TC,  TB  étant  entre  eux  comme  les 
sinus  des  angles  opposés,  on  aura 


nous  connaissons  TB  ; de  plus  AT  et  AC  étant  égaux 
a un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  il  en  résulte 

-Fl  tc-^  ■ 

oTr  ’ — 27’ 


«r. 


2TC 

AT=:wà/, 


2 P 

b’égalilé  précédente  devient  donc 

“ i/' 


il  la  limite  c est  nul  et  on  a rigoureusement 


f 

r 

6 

telleest  l’expression  delà  force  centrifuge  et  la  force  mo- 
trice centrifuge  est  égaleà — c’est  également  l’ex- 
pression absolue  de  la  résistance  que  la  vitesse  du 
|X)int  matériel  fait  opposer  ii  la  courbe. 

Si  le  point  matériel  retenu  sur  la  courbe  donnée 
est  non- seulement  mu  d’une  vitesse  initiale,  mais  est 
encore  sollicitépar  plusieurs  forces  accélératrices  dont 

19 
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la  résultante  est  P,  la  force  centrifuge  reste  la  même 
^e  quand  P=0  ; la  pression  exercée  en  chaque  point 
de  la  courbe  sera  la  résultante  de  la  force  centrifuge  , 
et  de  la  composante  normale  de  P. 

232.  Si  la  courbe  décrite  par  le  point  matériel  deve- 
nait un  cercle,  la  force  centrifuge  serait  constamment  la 
même  : elle  est  dans  ce  cas  égale  et  directement  opposée 
K 

à la  force  accélératrice  qui  émane  du  centre  : on  a 
donc 

w’  h 

P ~7' 

Désignons  par  T le  temps  d’une  révolution  entière,  u'I' 
représentera  la  circonférence,  par  conséquent 


d'où 


uT  = 2irp  , 


T’  ' 


on  voit  que  cette  valeur  s’accorde  avec  celle  de 


*= 


T-  ’ 


trouvée  pour  un  orbite  elliptique.  Dans  ce  cas,  comme 
nous  avons  pour  la  force  centrifuge 


et  que 


il  vient 


f= 


K-n'f 
q«>  ’ 
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ainsi , la  force  centrifuge  dans  le  cercle  est  directe- 
ment proportionnelle  au  rayon  , tandis  que  , dans  le 
cas  général , elle  est  inversement  proportionnelle  au 
rayon  de  courbure. 

233.  Lorsqu’un  corps  solide  tourne  autour  d’un  axe 
fixe,  chaque  point  décrit  un  cercle  perpendiculaire  à cet 
axe  et  cela  dans  le  même  temps  , et  les  forces  centri- 
fuges des  difléreuts  points  du  corps  sont  entre  elles 
comme  les  perpendiculaires  abaissées  de  ces  points 
sur  l’axe  fixe.  Ainsi  la  force  centrifuge  de  chaque 
corps  placé  à la  surface  de  la  terre  et  qui  tourne  avec 
elle  autour  de  l’axe  des  pôles , est  proportionnelle  au 
rajon  du  parallèle  qu’il  décrit , et  est  dirigée  suivant 
son  rayon. 

D’après  cela  , excepté  au  pôle , où  la  force  centri- 
fuge est  nulle,  la  yieianteiir  varie  et  diminue  jusqu’à 
l’équateur  où  la  force  centrifuge  et  la  pesanteur  sont 
dirigées  en  sens  contraires  l’une  de  l’autre,  et  par  con- 
séquent la  pesanteur  est  égale  à l’excès  de  l’attraction 
de  la  terre  sur  la  force  centrifuge.  Ainsi,  en  appelant  g 
cette  pesanteur,  G l’attraction  terrestre.  Rie  rayon  de 
l'équateur,  et  T le  temps  de  la  rotation  de  la  terre, 
on  a 


le  deuxième  tenue  étant  très-petit  par  rapport  au  pre- 
mier,, on  a sensiblement 

Enprenan't'le  r.ayon  du  méridien  pour  celui  de  l’équa- 
teur dont  il  dillêre  peu,  on  aura  ar,B— 40000000”’; en 
prenant  la  secoiide  pour  unité,  et  négligeant  la  petite 
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▼arialion  de  la  pesanteur,  on  a ainsi  ^=9"',  80896; 
d’ailleurs  T=86164  , d’où  l’on  conclut 

*£R  _ J_  _ 1 
T'  ~ 289 — (17)*’ 

ainsi , à l’équnteiir  la  pesanteur  est  diminuée  de^— , • 

et  on  voit  qu’il  suffirait  que  la  rotation  eût  lieu  en 
un  dix-septième  de  jour  pour  que  la  force  centrifuge 
a l’équateur  détruisit  la  gravité,  et  que  les  corps 
abandonnés  à eux -mêmes  y demeurassent  en  équi- 
libre. 

La  diminution  de  la  pesanteur  du  pôle  à l'équateur 
augmente , soit  parce  que  la  force  centrifuge  aug^ 
mente , soit  parce  que  l’angle  qu’elle  fait  avec  la  ver- 
ticale devient  plus  grand.  Appelons  r le  rayon  d’un 
parallèle  et  / la  latitude  correspondante,  ou  aura 
r=Rcos.  l ; en  supposant  le  globe  sphérique,  l’angle 
l sera  celui  que  le  prolongement  de  r ou  la  direction 
de  la  force  centrifuge  fait  avec  la  verticale  ; la  com- 
posante verticale  de  la  force  centrifuge  sera  donc 

♦ it’/T.OS./  , 

’ 

ce  qui  donne 


pour  la  diminution  de  la  pesanteur  duc  à la  rotation 
de  la  terre  , et  d’après  ce  qui  précède,  cette  quantité 

aura  pour  valeur  Cf  serait  là  la  diminution  to- 

taie  si  la  terre  elar«  une  sphère  homogène  : elle  serait 
proportionnelle  ati  carré  du  cosinus  de  la  latitude  , et 
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kl  diminution  du  pôle , où  l’on  n 1=9°  à l 'é(|ualeur, 
ou /=0 , s’élèverait  à mais  la  terre  est  un  spbé- 

roïde  aplati  aux  pôles,  l’attraction  qu’elle  exerce  sur 
les  corps  placés  à la  surface  diminue  à cause  de  cela 
en  allant  du  piôle  à l’équateur  : cette  diminution  est 
aussi  eu  chaque  point  de  la  surface  proportionnelle  au 
carré  du  cosinus  de  la  latitude  ; elle  s’ajoute  à celle  qui 
est  produite  par  la  force  centrifuge , et  alors  le  coeffi- 
cient devient  , et  c’est  cette  fraction  qui  ex- 
289  200  ^ 

prime  l’accroissement  total  d’un  poids  transporté  de 
l’équateur  au  pôle. 

S III- 


Mouvement  cCun  corps  pesant  sur  une  courbe , isochronisme 
des  oscillations. 


23k.  Reprenons  l’équation  des  forces  vives  établie 
dans  le  paragraphe  1'’ 

mstdta  = \djc-\-'tdy+Zdz  ; 

si  nous  supposons  l’axe  des  x vertical , nous  aurons 
dans  le  cas  qui  nous  occupe 

\=mg,  Y=0,  Z=0, 
ainsi  l’équation  du  mouvement  devient 
mtadtt  = mgdx , 

d’où  en  intégrant 

»■— «;=2g'(x-jr.)  , 

on  voit  d’abord  que  la  vitesse  augmente  à mesure  que 
le  mobile  descend. 

Supposons  plus  simplement  que  ^>,=0  , et  {losons 
X — x.=A  , alors 

u=l^  ügh , 
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or,  c’est  précisément  la  vitesse  acquise  par  un  corps 
pesant  tombant  d'une  hauteur  h ■■  cette  vitesse  ne 
dépend  que  de  l’abscisse  h=x — ; par  conséquent  la 
vitesse  acquise  par  un  corps  pesant  en  parcourant  une 
certaine  hauteur,  est  la  même,  soit  que  le  corps  tombe 
suivant  la  verticale  , soit  qu’il  suive  une  droite  ou  une 
courbe  quelconque. 

235.  Considérons  un  point  matériel  pesant  en  mou- 
vement sur  une  droite  inclinée  à l’horizon  d'un  angle  0 -, 
en  ap|K'1ant  s l’espace  parcouru  dans  un  temps  ( , on  a 


h=x — Xo=s  sin.6,(u'=^siii.6, 
et  le  mouvement  est  le  même  que  si  le  corps  était  sol- 
licité suivant  la  droite  par  une  force  accélératrice 
g'=g  sin.  9 ; d'après  cela 

s=-^gl  = ^gi^m.Ot  , 

d’où 


g sin.9’ 


ce  qui  montre  que  t sera  le  même  quel  que  soit  9 . 
S . S 


pourvu  que 


soit  constant;  or 


= AB  =h. 


sin.9  siu.9 

si  S =A.m  est  une  corde  du  cercle  dont  AB  est  le  dia- 
mètre : donc  un  corps  pesant  partant  d’un  point  donne 
parcourt  dans  le  même  temps  les  cordes  et  le  diamè- 
tre (Tun  cercle,  passant  par  le  point  de  départ. 

236.  En  supposant  la  vitesse  initiale  nulle,  l’équation 
du  mouvement  est  '"’=2g’  (x — xJ.  Si  le  mobile  part 
d’un  point  A de  la  courbe  pour  lequel  .v=a,  celte 
valeur  devient  '-’—Zg  (x — a , d’où 


“ = {2^(5— a)| 


ris 

Tl' 
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et 

J l ds  dx 
dt= =, 

(S^)  * ^ X — a 

ou  bien 

1 ds  ^ 

en  appelant  T le  temps  qu'a  mis 'le  mobile  pour  parvc' 
nir  au  point  B , où  x=b  : au  point  B la  vitesse  est 

»=  ^2g[b — a)j’=î|/2gA  {h=.b — a): 

supposons  maintenant  que  le  mobile  doué  de  celte  vi- 
tesse comme  vitesse  initiale  remonte  de  B vers  A , on 
aura 

«:=%A  = 2^(ù— a), 

et  par  suite 

a—ig{b—a)=ig{x—b) , 

ou 

«'+%•«  = %JT, 

•U  bien 

«={2gtx— a)}’, 

la  valeur  de  t correspondante  sera  donc  la  même  que 
précédemment , d’où  découle  cette  conséquence  re- 
marquable que  le  temps  qu’un  corps  pesant  met  à 
parcourir  un  certain  espace  en  vertu  de  la  pesan- 
teur, est  le  même  qu’il  emploie  à le  parcourir  en  sens 
inverse  en  vertu  de  la  vitesse  acquise  pendant  le  pre- 
mier mouvement. 

Dans  ce  qui  va  suivre  comme  dans  ce  (jui  précède , 
nous  faisons  abstraction  du  frottement  et  de  la  rési- 
stance du  milieu. 
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237.  Considérons  une  courbe  (|ui  SC  continue  audelà 
du  point  B , supposé  le  plus  bas  : si  le  corps  part  du 
point  A pour  lequel  l’abscisse  comptée  verticalement  est 
x=a,  on  aura  pour  la  vitesse  du  mobile  w’=2^{j: — a)  ; 
parvenu  au  point  B où  x=b , cette  vitesse  sera 

t.'=2g{b—a),  a=l/'2g{b — a)=  V 2gh. 

Si  h=b — a : a partir  de  ce  point  et  eu  vertu  de  celte 
vitesse  acquise,  le  mobile  s’élèvera  sur  la  deuxième 
branche  de  la  courbe  jusqu’en  un  point  A'  situé  dans 
le  plan  horizontal  passant  par  le  point  A ; cela  résulte 
de  ce  qui  précède  , mais  du  reste  cela  est  évident , car 
la  vitesse  ne  dépend  que  de  l’abscisse  du  point  où  se 
trouve  le  mobile  à l’instant  dont  il  s’agit  ; elle  prendra 
en  un  point  quelconque  de  la  courbe  ascendante  la 
même  valeur  qu’elle  avait  sur  le  point  de  la  courbe 
descendante  situé 'sur  la  même  horizontale  , jusqu’au 
point  A',  où  celle  vitesse  s’annule  puisquex=a  ; alors 
le  mobile  redescendra  en  B pour  remonter  A,  et  ainsi 
de  suite,  en  sorte  qu’il  exécutera  une  infinité  d’oictV- 
lations  dans  le  même  temps  , c’est-à-dire  que  ses  oscil- 
lations seront  isochrones  On  appelle  oscillation  le 
chemin  parcouru  par  le  corps  pour  aller  de  A en  A'  et 
de  A'  en  A : en  sorte  que  si  l’on  désigne  par  T le 
temj>s  employé  pour  aller  de  A en  B , et  'F  le  temps 
nécessaire  pour  monter  de  B en  A',  2('r-f-T')  est  le 
temps  d’une  oscillation.  Lorsque  les  deux  branches  de 
la  courbe  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  verti- 
cal , passant  par  le  point  B,  alors  T=T',  et  iT  est  le 
temps  d’une  oscillation. 

Tout  se  passe  également,  soit  que  la  courbe  soit 
fermée  ou  non  ; mais  dans  le  premier  cas  , si  le  mobile 
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p;irt  du  point  A avec  une  vitesse  , en  un  point  (juel- 
conque  la  vitesse  sera  donnée  par  l’équation 

a), 

et  au  point  B par 

+ ig{b—a)  ; 

en  vertu  de  la  vitesse  'îgh , il  s’élèvera  en  A',  où  on 
aura  w=w„ , et  en  vertu  de  cette  dernière  vitesse,  il 
continuera  à s’élever  jusqu’à  un  certain  point  D'; 
s’il  atteint  ce  point  avant  le  sommet  de  la  courbe,  il 
s’arrêtera  pour  redescendre  en  B,  remonter  jusqu’en  D, 
ainsi  de  suite , en  sorte  qu’il  exécutera  encore  des 
oscillations  isochrones , et  seulement  la  durée  de  la 
première  sera  plus  courte  que  celle  des  autres  : si  par- 
venu en  IX,  su  vitesse  lui  fait  dépasser  le  sommet,  le 
mobile  continuera  son  mouvement  au  delà  de  ce  som- 
met , il  redescendra  par  la  branche  opposée,  et  au  lieu 
d'osciller  , il  parcourra  un  nombre  indéfini  de  fois  et 
dans  des  intervalles  de  temps  égaux  le  contour  en- 
tier de  la  courbe  donnée. 

La  même  chose  a lieu  pour  une  courbe  à double 
courbure  , pourvu  qu'elle  soit  continue. 

S IV. 

Mouvement  d’un  point  matériel  pesant , dan.t  le  cercle  , 
pendule  simple. 

238.  On  appelle  pe«cfu/e  en  général  un  corps  solide 
pesantqui  oscille  autour  d'un  axe  fixe  horizontal  : mais 
pour  rendre  les  observations  plus  faciles,  on  a imaginé 
un  pendule  idéal  qu’on  nomme  pendule  simple,  c est-à- 
dire  un  point  matériel  pesant,  suspendu  à un  point 
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ilxe  nu  moyen  d’un  61  inextensible,  inflexible  et  même 
sans  masse.  Nous  verrons  plus  tard  comment  soit  dans 
le  vide  , soit  dans  un  milieu  résistant,  on  peut  tou- 
jours déterminer  un  pendule  simple  dont  les  oscilla- 
tions coïncident , et  pour  leurs  durées  , et  pour  leurs 
amplitudes  , avec  celles  d’un  pendule  quelconque. 

Fig.  69.  SoitClepointdesuspension.CD laverticalequicoïn- 
cideavec  l’axedesa;,  GA  la  position  initialedu  pendule  : 
supposons  que  dans  cette  position  on  imprime  au 
point  matériel,  attaché  à l’extrémité  du  61 , uq.ç  vitesse 
dirigée  dans  le  plan  vertical  CAD  , et  perpendiculaire 
à sa  longueur,  le  pendule  pendant  son  mouvement  ne 
sortira  pas  de  ce  plan  , et  le  point  matériel  décrira  un 
cercle  d’un  rayon  CA  : le  mouvement  du  pendule  re- 
vient donc  au  mouvement  dans  un  cercle  , et  le  pen- 
dule simple  s’appelle  aussi  pendule  circulaire.  Dési- 
gnons par  p le  rayon  de  ce  cercle,  par  9^ l’angle  ini- 
, tial  ACD , et  par  0 l’angle  variable  correspondant  à 
l’arc  décrit  AB  , et  appelant  .c,  et  x les  abscisses  des 
<leux  points  A et  B , nous  aurons  <>>’=2g'  (x — ou 

ds  < 

« = ^^  = (2g-i-(x— , 

d’où 


(2/?-)’  (J^— X.)* 


pour  intégrer  cette  équation , nous  allons  introduire 
la  variable  9 au  lieu  de  la  variable  x : or,  ou  a évidem- 
ment 


et 


x = pcos.9,  x„=poos.  9„, 
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D’ailleurs  s=j.{0^ — 6),  ce  qui  donne  ds= — odo-,  sub- 
stituant dans  la  valeur  de  dt , il  vient 


■ ^-(4) 

et  l’intégration  donne 

’=-(é)X 


(cos. 8 — cos.9„)^ 


d9 

(cos.0— COS.8JÏ 


ou  bien,  en  désignant  par  T le  temps  employé  à décrire 
l’arc  AD , on  peut  écrire 


T=-(f)- r . =(^Y f"- 

J 8,  (cos. 8 — COS.0,,)*  / J,  (cos. 8 — cos.8„) 

voilà  l’intégration  qu’il  s’agit  d’effectuer.  Nous  allons 
considérer  deux  cas  ; 

239  t°  SironsupposeS„très-petit,cequiarrivedans 
la  pratique  , alors  6 sera  lui-méme  très-petit  et  le  pen- 
dule oscillera  infiniment  peu  de  part  etd’autrede  la  ver- 
ticale; alors  l’arc  décrit  pourra  être  considéré  comme 
se  confondant  sensiblement  avec  une  courbe  dont 
ce  cercle  serait  le  cercle  osculateur;  ainsi  on  pourra 
admettre  que  le  point  matériel  se  meut  sur  un  arc  de 
cycloïde  , dont  le  point  D serait  le  point  le  plus  bas  ; 
or,  nous  verrons  dans  le  paragraphe  suivant  que  le 
temps  employé  à décrire  un  pareil  arc  est 


b élïint  le  dioraètn;  du  cercle  frénérnleur  : d’après  cela 


> = 26  ou  6 - rt  T 

O 
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est  la  valeur  cherchée.  On  peut  vérifier  ce  ri-sultat  ; 
en  efi'et , généralement 

cos.2jt=1 — 2sin.’x  , 

ainsi 

0 . 0 
cos. 0 = 1 — 2sin.’  - , cos. 00=1 — 2siu.* 

2 2 

et  par  suite 

COS.0 — cos.0,=2  (^sin.*  ^ — sin .*  - j , 
et  la  valeur  fie  T fievient 


niais  les  angles  0,0»  étant  très-petits  , on  peut  les  sub- 
stituer aux  sinus,  ce  qui  fionne 


W''  î. 


et  puisque 


C . 0 „ 

I — — ■ = arc.  sin.  - +C  , 

11^  0o' 0’ 


il  s’ensuit  que 


fionc 


t‘®«  do  r. 

\ y0J>—  6’ 


2’ 


valeur  identique  avec  la  précédente. 

2W.  2°  Quand  l’angle  0^  n’est  pas  très-petit , la  va- 
leur précédente  de  T n’est  qu’une  valeur  approchée,  et 
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tjuoiqu’on  ait  soin  dans  les  difiérenls  usages  du  pen- 
dule de  faire  en  sorte  que  l’amplitude  des  oscillations 
soit  très-petite , il  est  bon  néanmoins  de  connaître  la 
série  convergente  par  laquelle  on  peut  exprimer  la 
durée  d’une  oscillation  quelle  que  soit  son  amplitude. 
Reprenons  l'équation 

T—  vp  \ 


(sin.'|-sin.’-) 


et  posons 


0 . «O  . 

(1)  sin.  — =sin.—  sin.X  , 
2 2 


ce  qui  est  toujours  possible , puisque  0 est  plus  petit 
que  0,;  on  déduit  de  cette  dernière  égalité 

. , » . .«O  • 

sin.’  =sin.  — sm.  X , 

2 2 ’ 

d’où 

6o  . 6 . . 6.,  . 6o  . 

sin.’ sin.  — = sin.  — (1 — sin.  X)  =sin.’ — cos.  x , 

2 2 2 2 

et 

/ . 6.  ■ . M ’ 

l sin.’ sin.  — I = sin.  — cos.X  : 

'•2  2 / 2 

d'ailleurs  la  diiiérentiation  de(l)  donne 

9 

cos. =sin.  — cos.XrtX, 

2 2 2 


r/6: 


2sin.  — cos.Xr/X 
2 
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substituant  dans  la  valeur  de  T,  et  observant  que  les 
limites  correspondantes  de  X sont  o et  — , on  obtient 

■ 2 

voilà  la  nouvelle  expression  qu'il  s’agit  d’intégrer  ; or, 
nous  avons  généralement 

,4  4 1 3-5  . 1.3...2n— 1 . 

(l-x) 

on  a donc  , en  développant  la  quantité  sou*  le  signe  / 
d’après  cette  loi , 


£ jl+^sio.' ^sin’.X+^si.,.*^sin/X+ 

6 \ 
sin2n-^  sin.“*+....  j dX  : 


1.3.5....2;i— 1 
2.4.6....2;i 


on  voit  maintenant  que  tout  se  réduit  à intégrer  cha- 
cun des  termes  entre  parenthèses , ou  à intégrer  le 
terme  général 


1.3 2/1—1 


2.4 2n 

Pour  cela  faire , observons  que 

2sin.>.  V — 1 — e ’ > 

et  par  suite 

(— l)"2‘"sin.“X=  ; 
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ainsi  le  terme  vénérai  devient 


(2)- 


1.3 2n— 


(-1)  2"  J/  ^ 


2.4 2/1 


d’un  autre  cAté,  d’après  la  formule  du  binôme  de 
Newton 

^(m— 0>>^— I 1 2/i(2/i— 1) 

T 2 -r^- 

^ ^ _(a„ + . )xKZT 

^2«(2n+0^  "‘^~'e-(""  + >^"^^+etc., 

et  le  tennc  du  milieu  est 

' 2/»(2/t— 1)( )(«-H)  nxK~i 

1.2.3 n 


2/i(2rt— 1)( )(//+!) 

1.2.3 n ’ 

assemblant  les  termes  à égale  distance  des  extrêmes, 
et  ayant  égard  à la  relation 

1/ — 1/  — 

2 cos. Z = e ‘ * -f-e  ‘ ' , 

on  trouve 

’ — e J =2cos.{2/»X) — 2.2/icos.(2/t — 2)X+... 

2/i(2/i— 1)  (n+1) 

1.2.3 n ’ 

intégrant  les  deux  membres  de  cette  égalité  entre  les 

limites 0,  et  - de  , il  vient  simplement 
2 


( 3o4  ) 


'^rfx=(— i) 
=(-!)'. 


2/i(2n— l)(...)(rt+1)r 

1.2.3 n 2 

■ 1.2.3 2n 

(1.2.../1)  (l.e.../i)  2 ’ 


substituant  dans  (2) , le  terme  général  devient 


2 1.3 2/1—1  , 1.2.3 2/t— I.2/I  »r 

:X-r-: ^XC-l)".; 


(-1)*.2”  2.4. 


.2/1 


‘ s X 1.3. ...2/1—1  X 


= 1.2.3 2/1—1  X 


eu  sorte  que 


(1.2.3../i)(1.2.3.../i)  2 
1.3 2»— I n 

(2/i)’(1....2/i){1.2.../i)  2 


1.2.3 2/1—1  „ 6.  » 

(2.4 2/1)  (2.4 2/1)  2 2 


_ »r/1.3... 

~ 2V“T4 


1 .3 2/1—1 


.2/1 


Cette  formule  est  facile  h retenir,  car  on  a 


= l+-sin. 


et  on  voit  que  les  termes  qui  entrent  dans  la  valeur  de 
T ne  sont  autre  chose  que  ceux  de  cette  série  élevés 
au  carré , d’où  l’on  conclut  que  VexpressioH  de  T est 
une  série  convergente. 

241.  Nous  allons  actuellement  considérer  le  mou- 
vement du  pendule  simple  dans  un  milieu  résistant. 

Avant  de  résoudre  cette  question,  nous  allonsd’abord 
faire  voir  que  dans  le  mouvement  d’un  mobile  sur  une 
courbe  , la  considération  du  frottement  et  de  la  rési- 


( 3o5  ) 

stance  du  milieu  produit  une  diminution  de  vitesse. 
En  eilet , représentons  lu  résultante  des  forces  prove- 
nant de  la  résistance  du  milieu  et  du  frottement  par 
f{a>),  avec  la  seule  condition  que  cette  fonction  croit 
ou  décroît  indéfiniment  avec  la  vitesse  u.  Nous  avons 
vu  que  la  composante  d'une  force  motrice  quelconque 
suivant  la  tangente  , c’est-à-dire  suivant  la  vitesse,  est 

ni-^^:OT,  la  composante  .^provenant  de  la  pesanteur, 
dx  dx 

est  m§  cos.  -x  =mg  — ^ , puisque  w cos.  a = : de  plus 

la  résistance  agit  suivant  la  vitesse  et  en  sens  con- 
traire , aussi  on  a 


dx 


d’où , en  intégrant 

f' 

niu — nti,s‘=:  mg{x — J:„) — 1 ^{<»)dt  : 


il  est  évident  que  la  vitesse  a diminué , car  l'intégrale 
est  nécessairement  positive , et  dans  le  vide  on  a sim- 
plement mo.’ — nui'j=mg  (x— x.)  ; on  voit,  en  outre,  que 
la  vitesse  doit  finir  par  s’annuler,  car  autrement,  le 
temps  augmentant , le  deuxième  membre  deviendrait 
négatif,  et  par  suite , il  en  serait  de  même  de  la  vitesse. 

Cela  posé,  passous  au  pendule  en  conservant  les 
notations  précédentes. 

Soit  C le  centre  de  suspension  , CA  la  position  ini- 
tiale , et  CB  une  jiosition  intermédiaire.  Dans  ce  cas  , 
nous  avons  cos.  x =sin.  9,  ainsi  ré([uation  ei-dessii'i 
devient 


0 / (w;  ; 


Kijç 


■J» 
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nous  savons  Je  plus  que 

(h~ — fd'J,  ds  = <,uh, 

ainsi 

dv 

O — +t».  = 0 : 

• dt 

voilà  les  deux  équations  qu’il  s’agit  d’intégrer  pour 
avoir  les  valeurs  de  «^el  de  9 : nous  le  ferons  seulement 
dans  le  cas  où  9,  est  très-petit,  le  seul  cas  qu’il  im- 
porte de  considérer,  » étant  lui-même  très-petit,  on 
peut  remplacer  le  sinus  par  l’arc,  et  les  équationsà  in- 
tégrer prennent  alors  la  forme 

rentrons  un  moment  dans  le  cas  particulier  où  l’on 
peut  négliger  les  deux  équations 

dtti  d'fi 

--^9  = 0,  = 

sont  faciles  à intégrer  ; pourcela  multiplions  la  deuxième 
par  une  indéterminée  X , et  retranchons-la  de  la  pre- 
mière , il  vient 

d(»-|-X9)  X 

gi+  - .,>  = 0, 


dt 

<i(M-HX6) 

dt 


nous  pouvons  profiter  de  l'indétermination  de  x de 
manière  qu’on  ait 


X 


OU  1=—’^,  >’=—gP  . 


( ^ 

ou  bien 

x=±(5P)ïk'— 1 , 

et  l’équation  précédente  se  change  dans  la  suivante 

d(<-+X9)+—  (<-+>.#)<*  = 0. 

P 

qui  n’est  autre  chose  que 
d(»H-X6) 

»i+X6  P 

d’où , en  intégrant 

/(*+X9)  — 1(X#„)=» 1, 

P 

OU 

/(t«)-4-X6)  ^ i 

Uo  7 ’ 


et  en  passant  aux  nombres 

A 

remplaçant  l par  sa  valeur,  nous  aurons 

— 

„+(g-p)i|/HÎ9  = fgp)iJ<^— 1 9„X  e V~ 

=(gp)i9oK^  (cos.  (-^^  t—l/^sin.  (£^  ’ ^ : 

égalant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires , 
on  obtient 


9=9oCOS.  J t -, 


or,  nous  avons  trouvé  pour  le  temps  d’uîie  demi-oscilla- 
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lion  dans  le  vide  <t  <>“  ^oit  que  celle  valeur 

doit  annuler  la  valeur  précédente  de  u.  Maintenant 
pour  avoir  une  approximation  dans  le  cas  général, 
nous  allons  substituer  la  valeur  de  u que  nous  venons 
de  trouver  dans  les  équations  primitives  ; en  désignant 
celle-ci  par  n,  ces  deux  équations  seront 

dw  . t . di 

-grO-f -/(U  =0,  0— -t-«  = 0: 
at  ni  dt 


en  opérant  sur  ces  deux  équations,  comme  nous  fa- 
vons  fait  sur  les  deux  autres , nous  pourrons  màpb.- 
cer  leur  système  par  une  seule  équation  , 


+ - («+a6)  = - -/(n) 

dl  f m 


or.  l’on  sait  que  le  facteur  propre  à rendre  intégrable 
une  équation  de  la  forme 


est 


dy+Pydx  = qdx , 
fPdx 

i=e 


et  qu’alors  le  premier  membre  est  la  différentielle 
exacte  en  {x,jr)  : ainsi  dans  le  cas  qui  nous  occu|>e  v 

ht 

étant  e ' ’ on  a 

X X 

</((«)+X0)e  ] = — -î-cf  /{n'idt 

t ; 

d'où  l’on  lire , en  intégrant  , 

- t C'  - ' 

(«+X0)ef  — >.9„  = — -I  e f 


T>u  bien 
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--1  I - 

.+lj=18„«  ^ — — e f \ e^J\ii)dl, 

^0 

et  en  remplaçant  X par  sa  valeur 

*‘+(g?l~y — 15=(gp)’l^ — 16, 1 cos.  ^ t — k' — 1 


«a.(i 

N 

f m 

[cos.  (£)•/ 

— |/ — 1 sin.  ^ 

eu  i 

ftr\  i 

/_\  ' \ 

j (“S-( 

— ^ / — sin. 

(f)'K=î) 

éijalant  les  parties  réelles  et  imaginaires  des  deux 
membres , ou  obtient 

«=(ÿj>)  >9usin.  t — i cos.^-^  /^cos.(^^ 

et 

6=ÔoCOs. 


Voyons  maintenant  les  consét|ucnccs  qu’on  peut  tirer 
de  ces  résultats. 

^8.  D’abord  il  est  facile  de  voir  que  Je  temps  d'unv 
demi-oscillation  est  le  même  que  dans  le  ifide  ; en 
eil'et , ce  temps  est  celui  compris  entre  deux  instants 
où  la  vitesse  est  nulle  , de  plus  nous  avons  trouvé  dans 
le  vide 


( 3«o  ) 


il  suffit  doue  pour  prouver  la  vérité  de  notre  asser- 
tion, de  faire  voir  que  cette  videur  de  t annuité  notre 
valeur  de  u;  et  d’abordi  cette  substitution  réduit  la 
valeur  de  u à 


**  = + 


posons 

. fg'). 

alors 

"•y 

ou 

J 


COS.ot/’(faiD.a)<ia , 
/'(JlsiD.a)<fsin.a, 


équation  qu’on  peut  décomposer  en  deux  autres,  de 
la  manière  suivante  : 


1 { 

M=  + — I 


y*(A:sin,»)i£8in.a+—  l y^(A:sin.a)<isin.a 


J‘(kiïn.‘x)dsm 


>r 

'"J! 

,-if 

"•Jr 


y(A:sin.oi)  dsin.»  ; 


,on  voit  d’après  cela  , que  w est  nul,  car  les  sinus  étant 
égaux  et  de  même  signe  de  o jusqu’à-^,  et  depuis  njus- 
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tjAia  - , les  «leux  termes  «lu  deuxième  mciuhrc  se  iK;- 
truisent. 

243.  Uneaulrc  conséquence  non  moins  importante  et 
qui  paraît  contradictoire  avec  la  précédente,  c’est  que 
)î amplitude  des  oscillations  va  en  diminuant  ; pour 
le  démontrer  il  suffit  de  faire  voir  que  la  valeur  de  0, 
après  une  demi-oscillation  , ou  bien  que  la  valeur  de  ‘i 
correspondante  à la  valeur  def  donnée  par  l’équation 


< = ir  , 


.est  plus  petite  que  0„  ; or,  si  dans  la  valeur  de  6 on  sub- 
stitue cette  valeur  de  t,  le  premier  terme  se  réduit 
à , le  deuxième  s’évanouit,  et  le  troisième  devient 


tf[a)dt  ; 


il  faut  prouver  que  ce  terme  n’est  pas  nul  : posons 
comme  précédemment 


ce  terme  devient 


(f)-« 

1 f"  t’”’ 

— t sin.ïy(A»iu.'/)rtz=  — 1 y'(A'siii.ï)«/co5.x 

^ Jn  ^ O - ' 

r T 

1 t*  1 

= y(Asin.-.<) rfcos.iH ^ y(Asiii.«)«/ cos.’ : 


or,  entre  O et  - et  entre  ’ et  r , les  sinus  ont  des  va- 
2 2 

leurs  égales  et  de  mémo  signe , tamiis  que  celles  des 


Fig  7 
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cosinus  sont  égales  et  de  signes  contraires , ainsi  ces 
deux  termes  s'ajoutent  : ce  qu’il  fallait  établir. 

Donc,  quelle,  que  soit  t amplitude  des  oscillations, 
le  temps  dune  demi-oscillation  reste  constamment  le 
même.  Résultat  remarquable. 

S V. 

Mouvement  d’un  corps  pesant  dans  la  cycloide;  pendule 
cycldidal. 

ikk . Soit  la  cycloïde  GBD,  dont  B est  le  point  le  plus 
bas,  AEF  le  cercle  générateur  d’un  diamètre  b,  et 
BGC'  l’arc  de  la  développante  correspondant  à l’arc 
CB  de  la  développée  ; soit  de  plus  A le  point  de  départ 
du  mobile  : comptons  les  y sur  la  base  supposée  hori- 
zontale de  la  cyclotde,  et  les  jr  sur  une  perpendiculaire 
à cette  ligne  : menons  nu  point  A la  normale  AE  et  la 
tangente  AF. 

Nous  avons 

CA=4,  ürc.CB=CC'=2i , 

d’où 

AB=CB-CA=26— / ; 

d’un  autre  côté 

AB=AG=2AF,  AF*=EFxFH=6(i-r\ 

d’où 

AB=2j/è(A — jc)  : 

on  a donc  pour  l’équation  de  la  cycloïdc 

— s = 2A>  {b — x)». 

Nous  avons  trouvé  généralement 
t rb  ds  dx 
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or,  en  dilléreiitianl  Ie(|untion  delà  c^rloïde,  il  vient 

ds=  b~<  {b — x)’dx  , 
ou 

ds  b~‘ 

d-t  (i — x)- 

et  par  suite  de  la  valeur  générale  de  T devient 


en  sup|H)sant  qu’il  s’agit  du  temps  mis  à parcourir  l'arc 
AB  aux  extrémités  duquel  correspondent  les  abscisses 
x=a,  x=6.  Pour  résoudre  l’intégrale  qui  complique 
cette  valeur,  posons  (1) 

X — a={b — alsin.*). , 

alors 

b — JC— b — a — (x — a)=(b — fl)(t— ■sin.%)=(6 — u)cos.’>  . 
d’où 

(x — »)•  (b — x)’  =(t  —a)  siii.X  cos.).  ; 
d’ailleurs  , de  (1)  on  tire 

dx=^(b — a)  sin.ACüs.'/<^) , 

par  conséquent , en  observant  que  les  limites  de  X cor- 
respondantes aux  limites  a et  £de  xsont  uet - , 


ir 


on  voit , d’après  cetlc  valeur,  que  le  temps  de  la  chute 
d'un  mobile  par  un  arc  de  cycloide  est  indépendant 
de.  la  hauteur  dont  le  corps  est  tombé  , de  manière  (jue 
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deux  corps  qui  se  meuvent  sur  une  meme  cycloidc  , et 
qui  partent  de  deux  points  différents,  parviennent 
dans  le  même  temps  au  point  le  plus  bas.  Pour  cetlo 
raison  on  dit  que  la  cycloïde  est  tautochrone. 

245.  On  peut  facilement  démontrer  la  réciproque  , 
c’est-à-dire  que  là  C3xloïde  est  la  seule  courbe  taulo- 
chrone. 

Pour  cela  cherchons  quelles  courhesjouissent  de  celle 
prcqiriété.  En  supposant  que  le  mobile  part  du  point 
d’une  courbe  dont  l’abscisse  est  égale  à a, et  est  parvenu 
en  un  point  duut  J’abscisse  est  x , un  a les  équations 


'■i’=‘ig[x—a) 


(ds'y  f dx 


Rapportons  tout  maintenant  au  point  le  plus  bab 
c’est-à-dire  comptons  les  abscisses  à partir  de  l’hori- 
zontale MN  , et  les  arcs  à partir  de  M dans  le  sens 
MQ  : d’après  cela  ds= — ds',  x=b — x",  si  etx'  désignant 
les  nouvelles  valeurs  des  et  x , ainsi 


1 ^ î /*“  ifs'  dx 

V J c^' 


en  posant  b — a—c,  et  supprimant  les  accents  , ou  bien 
encore 


dx  , ds 


C J 


pour  que  la  courbe  soit  tautochrone  , il  faut  que  t soit 
indépendant,  ou  que  sa  dérivée  par  rapport  à c soit 
nulle  ; mais  pour  pouvoir  didérentier  sous  le  signe  f , 
il  faut  que  les  limites  soient  indépendantes  de  c ; d'a- 
près cela  posons  cy=.v  , il  vient 


( 
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4r  _ 

c~cy  J O 


'=(è)T/-pfc=(4)'j: 


Égalant  à zéro  la  dérivée  par  rapport  à c,  on  obtient 

= 0, 


,,/{cy){^cy.  f(cy) 

w — — -+ 


ou 


ou  bien 

ce  qui  revient  à 


Vi—y  2 V'ê  1—7 

2/(«r)<y'-i/(<y)=o, 

2/Wx+/(x)=0. 


ou 


2^£!Üh.±,0: 

f{^) 


l’intégration  donne 

//■(x)’+/.x=  const.=  C= /(^(x)*} , 
ou 

x/(xr=C../(x)-=  (^)  =C.x', 

ou  bien  enfîn 

iis  ' 

— = c X7  , 

dx  ■ ’ 

équation  d’une  cycloïde  rapportée  au  point  le  plus  bas. 

11  semble , au  premier  abord,  qu’on  a commis  une  er- 
reur en  posant  l’équation  (a)  et  non  pas  I (»)  dy  =0  ; 

(* 

mais  il  estfacilede  voir  que  cette  dernière  ne  peut  exis- 
ter que  tout  autant  que  (*)  =0  ,car  («)étant  une  fonction 
de  c et  y,  on  peut  considérer 
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(±)-jV.=o, 

«:onime  rcprésc-ntiint  le  temps  que  met  un  mobile  ù 
piisscr  (lu  point  dont  l’.'ibscisse  est  zéro  h celui  dont 
l’aliscisse  est  t sur  une  certaine  courbe,  et  ce  temps 
ne  saurait  être  nul. 

On  pourrait  parvenir  plus  facilement  au  résultat 
précédent;  car  si  la  courbe  est  tautochrone, en  chaque 
point  la  composante  suivant  la  tangente  est  propor- 
tionnelle à l’arc  à parcourir  ; or,  cette  composante  est 
elle-même  proportionnelle  au  cosinus  de  l’angle  de  la 
tangente  avec  la  direction  de  la  pesanteur,  on  a donc 

. , 

-T-  = as , a.f  = osas , 
as 


OU  bien 


1 , 

s = Cx’ . 


La  cycloïde  est  donc  la  seule  tourbe  tautochrone. 

2^6.  Nous  allons  lui  reconnaître  une  autre  propriété 
non  moins  remarquable. 

Fijr.  ;3.  Prolongeons  BS  jusqu’en  R , de  sorte  que  RS=SB  , 
et  traçons  les  deux  demi-cycloïdcs  CR,  RD  ayant  un 
cercle  générateur  d’un  diamètre  RS  , elles  seront  les 
développantes  des  deux  moitiés  correspondantes  de  la 
cycloïde  CBD  ; ainsi  un  (il  d’une  longueur  RB=2a 
étant  suspendu  au  point  R , et  s’enveloppant  su(:ccssi- 
vement  sur  les  deux  courbes  CR,  RD  , tracera  par  son 
autre  extrémité  la  cycloïde  CBD  : cela  fournitle  moyen  ' 
de  construire  un  pendule  cycloïdal.  Supposons , en 


DiqitiZfxi  bï 
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eflel , que  les  courbes  CR  , RD  soient  construites  eu 
relief,  qu’un  fil  flexible  et  inextensible  soit  sus- 
pendu au  point  R , si , à son  autre  extrémité,  on  at- 
tache un  corps  pesant  et  si  on  écarte  ce  fil  de  sa  posi- 
tion initiale  , de  manière  qu’il  s’enveloppe , eu  tout  ou 
en  partie  sur  l’une  des  courbes , et  que  la  partie  non 
enveloppée  lui  soit  tangente,  le  mobile  décrira  la  cy- 
cloîde  GBD , et  la  durée  des  oscillations  de  ce  pendule 
dans  le  vide  sera  indépendante  de  leur  amplitude.  Ce 
moyen  serait  sans  précision  dans  la  pratique,  d’autant 
plus  que  l’isochronisme  des  grandes  oscillations  n’aurai  t 
plus  lieu  dans  l’arc,  dont  la  résistance  n’est  pas  pro- 
portionnelle à la  vitesse  , condition  nécessaire  pour 
que  la  cycloïde  soit  tautochrone  dans  un  milieu  résis- 
tant. 

Cherchons  la  courbe  qu’un  corps  pesant  doit  suivre 
ôa<ii»  h vide  et  sans  vitesse  initiale  pour  parvenir  d’un 
point  à un  autre  dans  le  temps  le  plus  court  ; on 
nomme  cette  courbe  brachistochrone  ou  de  plus  vite 
descente. 

Soient  A et  B les  points  de  départ  et  d’arrivée  ; il 
s’agit  de  déterminer  entre  toutes  les  lignes  aboutissant 
à ces  deux  points  , celle  que  le  mobile  parcourra  dans 
le  temps  le  plus  court.  !Nous  avons  généralement,  en 
désignant  para  et  b les  abscisses  verticales  des  points 
A et  B, 


T: 


1 


ds  dx 
a^V^a 


si  on  place  l’origine  au  point  A,  alors  a=o,  h— b — a=b, 
et  cette  équation  devient 


1 r^‘  ds  dx 

{ügr‘  J O X- 


f'S-  "A- 


( 3i8  ) 


il  s’agil  de  trouver  le  minimum  de  celle  expression  ; 
or,  X étant  variable  indépendante  , on  a 


(is 

dx 


V i+y+3", 


T= 


dV+O 


(Le 

x~ 


cette  l'onction  semble  très-compliquée  et  embarras- 
santé  pour  la  détermination  du  minimum  -,  mais  rien 
ne  nous  empêche  de  supposer  l’une  des  fonctions  qui 
y entrent  exprimée  en  fonction  de  l’autre  , par  exem- 
ple , z'  en  fonction  dey',  alors  la  condition  du  maxi- 
mum ou  minimum  sera 


-S-  , 

dP 

or  ici  Y=0  , d’où  résulte  -—  = 0;  et  romnie 
< dx 


P = 


cette  égalité  revient  à 

y 


: = coiist.  ==  C ■ 


en  exprimant  au  contraire^  en  fonction  de  z , on  ar- 
riverait à la  condition 


= C, 


X’I^  l4-,r"-f3 
divisant  ces  deux  résultats  on  obtient 


_ C'  s' 

7 ~c’  c“ 


,.+K, 
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é(|U:ilion  d’un  pl;m  verticid  , d’où  il  résulte  d’iibord 
que  la  courbe  cherchée  est  toute  entière  située  dans 
un  plan  uertical,  passant  par  les  deux  points  A et  B : 
si  nous  prenons  ce  plan  pour  celui  des  {xjr),  z = 0 et 
la  seule  condition  est 


X.  Vi+y' 


■Cou 


quand  la  tangente  est  horizontale 


y~  » , JJ-  =0  et  Cj:  = 1 , 


d’où 


b'  éUrnt  l’abscisse  du  point  le  plus  bas  : on  tire  de  là 

, e*  par  "suite 
b 


,r’ 

1-ty* 


X 

b' 


1+y 


donc  cette  dernière  équation  revient  à 

J-  1 


d’où 


6 -x  ’ 

intégrant  on  a pour  la  valeur  de  s , 

s=—Hb'’{b' — x)’-f2è', 


dx 
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‘iy — s='ib'^  {b'—x)', 

l'ij  lia  lion  d’une  cjcloïdedonl  le  point  A est  l’origine  , 
ayant  pour  base  l'horizontale  passant  par  ce  point 
et_donl  le  cercle  générateur  a pour  diamètre  b'  ; donc  la 
cycloirle  est  brachistochrone  et  est  la  seule. 

11  est  vrai  tjue  celte  courbe  appartient  au  maximum 
comme  au  minimum;  mais  comme  le  temps  de  la 
chute  n’est  pas  susceptible  de  maximum,  la  condition 
ijue  nous  avons  exprimée  se  rapporte  à un  minimum 
absolu. 

Si  la  courbe  cherchée  devait  être  tracée  sur  une  sur- 
faccL=0,  la  solution  n’ollrirait  maintenant  aucune 
difficulté. 

Si  les  points  A et  B n’étaient  pas  fixes  et  donnés,  et 
<|u’ils  dussent  seulement  se  trouver  sur  des  courbes  ou 
des  surfaces  données,  la  brachistochrone,  d«ns  le  , 
serait  encore  une  cycloïdc  , et  les  coordonnées  de  ces 
deux  points  s’obtiendraient  a l’aide  du  c,'dcul  des  varia- 
teurs.  Dans  un  milieu  résistant,  la  brachistochrone  ne 
sera  plus  une  cycloïde,  et  son  équation  dilléientielle, 
variable  avec  la  loi  delà  résistance,  sera  encore  f-'urnie 
p.ir  le  calcul  des  variations. 


BtgriL 
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CHAPITRE  V. 

MOUVEMENT  DE  PLUSIEURS  POINTS  MATÉRIELS  ASSUJETTIS 

A DES  LIAISONS  QUELCONQUES. FRINCIPEDE  d’alEMBERT. 

PRINCIPE  DE  LAGRANGE. 

2&7.  Noos  avons  exposé  les  conditions  générales  du 
mouvement  d’un  point  matériel  entièrement  libre,  d’un 
point  matériel  soumis  à l’action  de  diverses  forces  ou 
assujetti  à se  mouvoir  sur  un.e  courbe  ou  une  surface 
'''Onée.  n s’agit  maintenant  d’établir  les  conditions 
inérales  du  mouvement  d’un  système  de  points  ma-, 
tériels  assujettis  à des  liaisons  quelconques. 

La  loi  du  mouvement  d’un  point  matériel  libre  con- 
siste en  ce  que  la  quantité  de  mouvement  acquise  par 
le  corps  dans  l’unité  de  temps  et  dans  la  direction  de 
la  force  par  laquelle  il  est  sollicité  , est  constamment 
égale  à l’ellort  que  la  force  exerce  sur  le  corps.  Si  le 
point  matériel  est  assujetti  .à  se  mouvoir  sur  une 
ligne  ou  sur  une  surface  donnée , la  recherche  des 
conditions  du  mouvement  se  ramène  à celle  d’un  point 
matériel  libre , en  introduisant  dans  les  équations 
qui  comprennent  ces  conditions  la  force  qui  repré- 
sente l’efiort  par  lequel  le  point  matériel  est  retenu 
sur  la  ligne  ou  sur  la  surface. 

Considérons  maintenant  un  système  de  points  ma- 
tériels assujettis  entre  eux  d’une  manière  quelconque, 
qui  se  meuvent,  et  auxquels  sont  appliquées  des  forces, 
I.ies  liaisons  établies  entre  ces  points  ne  permettent 

21 
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pas  en  générai  qu’ils  cèdent  librenienl  à l’aclion  des 
forces  qui  leur  sont  respectivement  appliquées  , et 
qu’on  puisse  déterminer  leur  mouvement  d’après  les 
régi  CS  qui  conviennent  à un  point  matériel  seul  ; le 
mouvement  d’un  point  pris  isolément  résulte  évidem- 
ment de  la  vitesse  initiale  , de  la  force  intérieure  qui 
lui  est  appliquée,  et  des  actions  intérieures  qui  s’éta- 
blissent entre  ce  point  et  les  autres  points  du  sys- 
tème: actions  qui  dépendent  de  la  nature  des  liaisons. 

248. Supposons  plusieurs  points  matérielsA,A',A''etc. 
dontles  masses  sont  etc.,  assujettis  à certaines 

liaisons  données  ; a ces  points  sont  appliquées  des 
forces  P, P', P”  etc.  : il  s’agit  de  déterminer  le  mouve- 
ment du  système.  Pour  que  les  forces  soient  bi' 
déterminées,  il  faudra  connaître  leurs  directions  ; ains 
on  donne 

XV  Y V Z r 

P’  F P’  P' P’  F ' 

xjrz,  ar'y'z'etc.étantles  coordonnées  des  points  A, A'elc. 
dont  on  connaît  les  jmsitions  et  les  vitesses  initiales  , 
les  liaisons  qui  existent  entre  ces  points , sont  des  fonc- 
tions de  a:  y 2,  x'jr'z'elc.  et  de  t , représentées  par 
L = 0,  M = 0,  N=0,  etc.  Il  faut  déterminer  le 
mouvement  que  prendra  le  système  sous  l’action  des 
forces  P,  P',  P',  mouvement  évidemment  modifié  par 
l’influence  des  liaisons. 

Si  au  système  P,  P',  P' etc.  on  substitue  un  système 
Q,  Q',  Q''  etc.diUérent,  le  mouvement  sera  alors  géné- 
ralement diiiérent  ; mais  on  peut  affirmer  que  si  les 
deux  systèmes  sont  équivalents  entre  eux,  c’est-à-dire 
équilibrés  par  un  troisième  dans  les  circonstances  ac- 
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tuelles  ou  bien  eu  égard  aux  liaisons  données  , le  sys- 
tème prendra  le  même  mouvement  et  réciproquement. 
En  effet,  soit  que  le  système  soit  sollicité  par  P,P'P"etc. 
ou  Q.Q'Q"*,  etc.  les  points  purtantdes  mêmes  positions 
initiales,  sont  doués  des  mêmes  vitesses  initiales  et 
soumis  :iux  mêmes  liaisons  ; le  mouvement  produit 
par  P,  P P"etc.  ne  sera  pas  troublé  par  l’addition  des 
deux  systèmes  P,  P’,  P'....  R, R'R"...  qui  se  font  équi- 
libre ; mais  on  peut , sans  altérer  le  mouvement , sup- 
primer deux  systèmes  qui  se  font  équilibre  : suppri- 
mons donc  P,P',P'...  et  R,R',R"...,  etil  ne  restera  pour 
produire  le  même  mouvement  que  Q,  Q',  Q".  .;  il  est 
donc  démontré  que  si  deux  systèmes  sont  équivalents, 
bacun  d’eux  produit  le  même  mouvement. 
Réciproquement,  si  les  deux  systèmes  P,  P',  P''... 

Q,  Q',  Q"...  produisent  le  même  mouvement,  ils  sont 
équivalents  ; en  effet , on  peut  ajouter  le  système 

R,  R'R''.  .,  (|uifait  équilibreà  P,P',P"...,  et  le  système 
Q'Q’’  Q'---  qui,  par  hypothèse,  produit  le  même  mou- 
vement. Le  mouvement  primitif  n’a  pas  changé,  et 
les  trois  systèmes  produisent  ensemble  le  même  effet 
que  P,  P',  P'...  : ce  qu’on  ne  peut  concevoir  qu’en  ad- 
mettant l’équilibre  entre  les  deux  systèmes  Q,  Q',  Q"... 

R , R',  R" ou  l’équivalence  entre  P,  P',  P'...  et 

R,  R',  R''... 

Ces  principes  étant  établis  , il  sera  facile  d’obtenir 
les  équations  du  mouvement  : les  expressions 

miTx  mtCjr  nutz 

~dT ~dF ~dF 

représentent,  non  les  composantes  de  P,  P,  P".... 
suivant  les  axes,  niais  les  composantes  des  forces,  qui. 
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y ellus  seules,  les  (touils  étanl  liltres,  pourraient  pro- 
duire les  mouvemeiils  observés  ; représentons  ces 
forces  par  Q . Q',  Q"....  : ces  l'orccs  peuvent  produire 
les  mouvements  observés  sans  <]ue  les  liaisons  y en- 
trent pour  rien,  sans  qu’elles  existent  : il  résulte  de 
là  que  le  mouvement  produit  ]>ar  le  système  Q.  Q'.... 
est  compatible  avec  les  liaisons.  On  peut  donc  les  sup- 
primer ou  les  laisser  exister  sans  rien  changer  au 
mouvement  : nous  supposerons  qu’elles  existent  pen- 

rlanl  l’action  du  système  Q,  Q',  Q" ; alors  les  deux 

.systèmes  P,  P'...  Q,  Q'...  , produisant  le  même  mou- 
vement , sont  é([uivalents , et  il  suffit,  pour  obtenir  les 
éijuations  du  mouvement , d’écrire  que  cette  équiva- 
lence a lieu  ou  qu’il  y a équilibre  entre  le  systèni 
Q,  Q'.ctc...  et  le  système  P,  P'...  pris  en  sens  con  , 
traire.  — Le  principe  de  d’xVIembert  se  trouve  ainsi 
établi. 

En  ellet , considérons  en  général  l’une  des  forces 
appliquées  au  système  : on  peut  la  concevoir  décom- 
posée en  deux  autres  forces,  <lont  l’une  imprimerait 
à ce  point , s’il  était  libre  , le  mouvement  qu’il  prend 
véritablement,  et  dont  l’autre  est  détruite  par  l’efl'et 
des  actions  mutuelles  qui  s’établissent  entre  les  par- 
ties du  système.  La  première  composante  est  la  force 
conservée . et  la  deuxième  est  la  force  perdue  : ainsi 
l’on  voit  ({ue  la  nature  des  mouvements  allectés  par 
le  système  consiste  en  ce  que  les  forces  perdues  doivent 
se  détruire  réciproquement  ou  se  faire  constamment 
é(piilibrc  en  vertu  de  la  liaison  des  points  matériels. 
C’est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  d’Alcmbert. 

On  voit  d'ailleurs  qu’établir  l’équilibre  entre  les  forces 
|)erducs.  est  la  même  chose  qu’établir  l’équilibre  entre 
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les  forces  conservées  et  les  forces  nppliquécs  au  sys- 
tème prises  en  sens  contraire  ; puisque  ]>our  chaque 
point  du  système  la  force  perdue  est  égale  et  directe- 
ment opposée  à la  résultante  de  la  force  conservée  et 
de  la  force  appliquée  au  système  prise  en  sens  con- 
traire : or  c’est  précisément  là  l’énonce  de  notre 
résultat. 

249. Appliquons  ce  qui  précède  à unsystème  invaria- 
ble. Nous  avons  vu  en  statique  que,  dans  ce  cas  , pour 
que  deux  systèmes  soient  équivalents,  il  faut  que  les 
deux  forces  principales  et  les  deux  moments  principaux 
soient  égaux  : les  sommes  des  projections  des  forces 
sur  les  axes  doivent  par  conséquent  être  égales,  et 
on  a 


X-».X'-PX"+. 

Y+Y'+Y"+. 


Z-hZ'+Z"+. 


d'x  , tfx'  ,,  d'jc" 

d'y  ,d‘r'  „d‘y" 

d z , „ æz" 

-dF^- 


ou  pour  abréger 
d'jL- 


ïX=ïf 


d^ 


lY=Xm 


dt" 


1 


On  sait  d’ailleurs  que  la  projectiou  du  mouvement 
d’une  force  principale,  sur  l’axe  des  x,  par  exemple, 
est  représentée  par  une  série  de  termes  de  la  forme 


Pty-cos-ï — Z cos.!«)=y'Z — zY, 

on  aura  donc 


i{yZ-zY)=im(y^ 
ï ( zX — xZ)=  Im^z 


“ de) 
æz\ 
-^Te) 

iTxx 

-^-df)' 
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Ces  é)|ualioDs  suffisent  pour  ilétertniner  après  un 
temps  t la  position  de  tous  les  points  du  système.  Gar 
évidemment  il  suffit  d’en  délcrniiner  trois  d’entre  eux  ; 
or  ceux-ci  seront  toujours  liés  par  trois  relations  , et 
il  y a neuf  coordonnées  à obtenir,  il  suffira  donc  de  six 
équations  de  mouvement. 

On  obtiendra  avec  la  même  facilité  les  équations 
du  mouvement,  lorsque  le  systèpie  invariable  sera 
assujetti  à tourner  soit  autour  d’un  point  fixe,  soit 
autour  d’un  axe  fixe. 


250. Considérons  en  second  lieu  la  machine  d’^/<%wo</, 
c’est-à-dire  le  mouvement  de  deux  corjis  pesants  liés 
entre  eux  par  un  fil  inextensible  qui  s’enroule  sur 
une  poulie. 

Supposons  que  ces  corps  sont  réduits  à des  poin' 
matériels  dont  les  masses  sont  m et  m'  ; les  forci 
motrices  sont  gm  et  gm' , et  agissent  dans  le  même 
sens,  qui  est  celui  de  la  pesanteur.  Soit  u la  vitesse 
acquise  par  le  mobile  m au  bout  du  temps  t;  la  vi- 
tesse de  m'  au  bout  de  ce  temps  sera  la  même , prise 
seulement  avec  un  signe  contraire , car  la  longueur  du 
fil  est  constante  : Q et  Q'  étant  deux  forces  capables  de 
produire  les  mouvements  observés,  c’est-à-dire  les 
mouvements 'des  points  matériels  s’ils  étaient  libres  , 
et  R,  R'  deux  forces  égales  et  contraires  à ces  deux-là  , 
on  aura 


Q = qf=m 


pour  avoir  les  équations  du  mouvement,  il  suffit 
d’établir  les  conditions  d’équilibre  entre  les  <|uatre 
forces  gm,  gm',  R et  R' ; or  R agit  en  sens  contraire 
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de  Q ou  bien  en  sens  contraire  de  gm  , tandis  t|ue  R' 

agit  en  sens  contraire  de  Q',  et  par  suite  dans  le  sens 

deÿm',  car  nous  supposons  m > m' ; on  a donc  pour 

condition  d’équilibre. 

• da  , , da 

g,n-m—=g"t+m-, 

d’où 

, dm  g[m — ml) 

dt  nj+/n' 

ainsi , le  mouvement  est  uniformément  accéléré  : on 
voit  de  plus  que  l’on  peut  rendre  le  mouvement 
aussi  lent  que  l’on  veut. 

251.  Considérons  maintenant  deux  points  matériels 
suspendus  à deux  fils  inextensibles  qui  s’enroulent  sur 
un  treuil. 

' Soient  toujours  m,  ml  les  massés,  et  gm,gm'  les 
forces  motrices  : si  nous  désignons  par  s,  s' les  espaces 
parcourus  dans  un  temps  t , ces  espaces  seront  propor- 
tionnels aux  rayons  r,  r des  cylindres  correspondants; 
et  en  désignant  par  9 l’angle  décrit  par  un  point  du 
treuil  on  aura 


d’où  en  diflérentiant 

i ds  1 ds  d'j 

r dt  r'  dt  dt' 


ou  bien  , en  désignant  les  vitesses  «Ic.s  deux  points 
par  »,  » , 

b>  w do 

( ^ est  la  vitesse  angulaire  (|uc nous  représentons  pai  ;)  : 
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les  forces  capables  de  produire  les  mouvements  observés 
sont 


Q = "»^.  Q'=m' 


et  il  suffit  d établir  l’équilibre  entre  les  quatre  forces 
gm,  gm , et  R,  R',  ou  bien  entre  les  deux  forces 


gm^m.  —, 

et  d’après  les  conditions  d’équilibre  du  treuil  nous 
aurons 


or  de  (1)  on  tire 


donc 


d’où 


rfy  rfu'  rfy 

dt  di  ' dt  rfr  ’ 


gmr—md  ^ =^m'r'+m'r'’  ^ , 


rfy  mr — mV 
dt  ^ ’ 


équation  qui  faitconnaitre  la  vitesse  angulaire;  en  vertu 
de  cette  valeur,  il  vient 

da rfy  r{mr — m'r') 

'di~^'dt~^  md+m'd'  ' 
et 

d<J ^rfy  r'{mr — m'r') 

dt  dt  ^ md+m'd' 

on  voit  d’après  ces  équations  que  le  mouvement  de 
chaque  point  est  encore  ici  uniformément  accéléré. 
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253.  Considérons  enfin  deux  points'matérielsdont  es 
niasses  sont  m , m assujettis  h se  mouvoir  sur  deux 
plans  inclinés  formant  avec  l’horizon  des  angles  0 , s', 
et  liés  l’un  à l’autre  par  un  fil  flexible  qui  passe  sur 
une  poulie  placée  au  sommet  des  deux  phfns. 

On  suppose  comme  précédemment  que  le  système 
de  ces  deux  points  a reçu  une  vitesse  initiale , et  qu’il 
est  ensuite  soumis  à l’action  de  la  gravité  : il  s'agit  de 
rechercher  la  nature  du  mouvement  qu’il  aflectera. 

Ein  nommant  u,  &>'  les  vitesses  des  deux  points , et 
raisonnant  comme  dans  les  deux  cas  précédents , on 
trouve 


»,  ^ I ■ .1  I ^ 

gmsin.9 — m — ssgm  sinM+m  — , 
nt  eu 


ti 


ei*j) 

dt 


^(msin.O — m'sin.g') 


U intégrant 


msin.9 — w'sin.S' 
uH-m' 


^+V, 


f'g-77- 


V étant  la  valeur  initiale  de». 

Le  mouvement  des  points  est  uniformément  accé- 
léré ou  retardé  il  est  dû  à une  force  constante  plus 
petite  que  t action  de  lu  gravité  dans  le  rapport  ex- 
primé par  la  fraction 


/nsin.6 — m'sin.G' 
m+m' 

Si  le  plan  sur  lequel  se  meut  le  point  m était  ver- 
tical et  1 autre  horizontal , la  formule  précédente  de- 
viendrait 


• m 
m+m.' 


g‘+y-. 
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le  mouyenicnt  est  dû  à l’action  d'une  force  moindre 
que  la  gravité  dans  le  rapport  de  la  masse  du  corps 
descendant  à la  somme  des  masses  des  deux  corps. 

Si  les  lignes  décrites  par  les  corps  étaient  toutes 
deux  verticales , la  formule  dont  il  s’agit  donnerait 


m — m' 
m+m' 


gt+y-, 


on  retombe;  ainsi  sur  le  premier  cas  que  nous  avons 
considéré. 

LmT  question  n’est  pas  plus  difficile  à résoudre  dans 
le  cas  où  les  points  matériels  sont  soutenus  par  des 
fîlsqui  s’euroulent  sur  deux  cercles  de  diamètre  diffé- 
rent montés  sur  ces  mêmes  axes  fixes  ; ce  cas  comprend 
notre  application  au  treuil. 

2$3.  Nous  terminerons  par  l’examen  du  cas 
lient  compte  du  frottement  exercé  par  chacun  de 
sur  les  plans  inclinés , la  résistance  duc  à ce  frotU 
étant  supposée  proportionnelle  à la  pression  exe'i  ce 
par  les  corps  contre  ce  plan. 

Soiiyie  rapport  du  frottement  à la  pression  , pour  le 
premier  corps  , f le  même  rapport  pour  le  deuxième 
corps , l’équation  d’équilibre  deviendra 


//igsin.9— ;/ni^cos.6 — w ^=m'gsin.(i'— ;/'»j'cx:os.9'+;«'  — , 
dt  lit 

d’où 


d»  m(sin.6— ;/'cos.6)  — m'(sin  U — /“cos.i') 

dt  nt-hm' 


mfsin.S— ;/cos.6) — m'fsin  .6'— - /'cos.6') 


gl+\  ! 


le  mouvement  commun  des  deux  corps  est  toujours  uni- 
Jormément  accéléré  ou  retardé. 
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On  pourrai t encore  appliquer  le  principe  de  d’Aleni' 
bert  au  mouvement  de  deux  points  matériels  soumis  n 
leur  attraction  ou  à leur  repulsion  mutuelle,  ainsi 
qu’au  choc  des  corps. 

254  Considérons  de  nouveau  les  systèmes  P, P', P"... 
et  Q,  Q',  Q" — ; il  faut , pou/'  avoir  les  équations  du 
mouvement,  écrire  l’équivalence  des  deux  systèmes; 
pour  cela  on  exprime  successivement  les  conditions 
d’équilibre  de  chaçun  de  ces  deux  systèmes  et  d’un 
troisième  R,  R',  R" — Or,  pour  qu’il  y ait  équilibre 
entre  les  deux  systèmes?.  P',  F'...  et  R R',  R"... , il 
faut,  d’après  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  que  la 
somme  des  produits  de  chaque  force  par  la  projection 
tie  la  vitesse  sur  cette  force  , c’est-à-dire  la  somme  des 
ouvements  virtuels,  soit  nulle  : de  même  pour  les 
systèmes  Q,Q',  Q".---  R,  R', R"...,  par  consé- 
pour  exprimer l’équivalencedes  systèmes  P et  Q, 
idra  écrire  que  la  somme  des  mouvements  vir- 
tuels de  P,  P,  P"...  est  égale  à la  somme  des  mouve- 
‘ ments  virtuels  de  Q,  Q',  : cela  posé , on  appelle 

mouvement  effectif  après  un  temps  t , le  mouvement 
réel  que  prend  le  système  au  bout  de  ce  temps , en 
vertu  des  liaisons  et  des  forces  ; le  mouvement  vir- 
tuel est  celui  que  prend  le  système  au  bout  du  temps  t 
et  dans  un  instant  très-court , en  vertu  des  liaisons  et 
des  forces  supposées  invariables  ptendant  cet  instant , 
et  égales  à ce  qu’elles  sont  au  commencement  de  cet 
instant  ; ainsi  si  les  liaisons  et  les  forces  sont  indé- 
pendantes du  temps,  le  mouvement  effectif  pourra 
être  pris  pour  un  mouvement  virtuel , et  c’est  ainsi 
qu’on  obtient  une  formule  générale , de  laquelle  on 
peut  déduire  , dans  chaque  cas , les  équations  du  mou- 
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vemcul , comme  l’on  déduit  toutes  celles  d’équilibre 
du  principe  des  vitesses  virtuelles.  Cette  solution  du 
problème  général  de  dynamique  est  due  à Lagrange. 
Nous  n’entrerons  pas  dans  de  plus  grands  détails  à 
cet  égard. 


CHAPITRE  VI. 

MOUVEMENT  DE  ROTATION  AUTOUR  d’uN  AXE  FIXE. 
MOMENTS  d’inertie. 


S !"• 

Mouvement  d un  corps  solide  autour  d un  axe}, 
quelconque. 

255. Dans  lecliapitre  précédent,  nous  avous  trouvéïes 
équations  dumouvement  de  plusieurs  points  matériels 
liés  invariablement  entre  eux  et  soumis  à l'action  de 
forces  quelconques.  Si  nous  supposons  maintenant  que 
ce  système  de  points  est  assujetti  à tourner  autour 
d’un  axe  6xe , et  si  en  outre  nous  prenons  l’axe  6xe 
pour  axe  des  z,  les  équations  du  mouvement  se  rédui- 
ront à la  suivante  : 

/ dr  dx\ 

(1)  ^ I+etc.,  = (ArY— y'X)+elc., 

ou 

Cet  te  équation  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme 
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tn  remarquant  que  chaque  point  du  corps  ou  du  sys- 
tème décrit  un  cercle  autour  de  l’axe  fixe  ; ainsi,  si 
l’on  considère  un  point  matériel  dont  la  distance  à 
l’axe  fixe  soit  r , on  aura  pour  le  cercle  décrit  par  ce 
point  x’+y"’=r‘,  d’où  l’on  tire  en  diflérentiant 

=0 , 
ou 

^ y dx'+dy' 

X —y  r 

or 

ds y dx'-\-dy' 

dt~  dl  ’ 


(2) 


dx 

X 


Avant  d’aller  plus  loin , voyons  dans  quel  cas  il 
faudra  prendre  le  signe  plus  et  dans  quel  cas  il  faudra 
prendre  le  signe  moins  ; soit  A la  projection  sur  le 
plan  xy , du  point  mobile  dont  il  s’agit.  Si  ce  point  a 
un  mouvement  direct,  c’est-à-dire  s’il  marche  vers 
l’axe  OY  des  y positifs,  y croîtra  avec  le  temps  tant 

que  lepoint  sera  dans  l’angle  YOX,  ainsi  ^ sera  po- 


1 (Îy 

silif’  — ^ sera  aussi  positif  ; ce  produit  aura  encore 


le  même  signe  lorsque  le  point  se  mouvera  dans  l’an- 
gle YOX'avec  un  mouvement  direct , et  de  même  dans 
les  autres  angles.  Donc  le  signe  plus  correspond  au 
mouvement  direct , et  le  signe  moins  au  mouve- 
ment rétrograde  : la  même  chose  a lieu  pour  le  pro- 
duit-L^^. 

—y  dt 


F's  7 
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256.  Revenons  m.nin tenante  l’équation  (2).  Soient 
>.i.  <./,  etc.,  les  vite.sses  des  points  matériels  , s,  s',  etc., 
les  espaces  parcourus  par  ces  points  , r,  r,  etc.,  leurs 
distances  à l’axe  fixe  , y la  vitesse  angulaire  du  corps 
solide , 9 l’angle  décrit  par  chaque  point  dans  un  temps 
t,  on  aura 

ds  , ds' 
dt  de  ’ 


ainsi 


- = - =elc....,=e 


ds  ds'  di) 

7dt  ^dt^’’' 


r r' 


= ±ydt. 


d’après  cela  l’équation  (2)  devient 
djr  dx 

~ r 

pour  un  autre  point  matériel  on  aura  de  même 

4r'  djd 

-^= — — 

J.  y 

et  ainsi  de  suite.  Par  conséquent , 

dy  d/  dx  dx' 

— = — ==  etc.,  = = ; =etc., 

X x'  ' —y  -y 

et  par  suite  l’équation  (1)  devient 

„ (dxdx^^-^  ^ + etc,, 

= \dx+Ydy+\'dx'+Y'dy  + etc., 


( m ) 

voilà  (Iqà  une  nouvelle  forme  de  l’équation  du  mou- 
vement. 

257. On  peut  lui  donner  une  forme  encore  plus  sim- 
ple en  introduisant  les  vitesses  des  points  matériels. 

Soient  P,  P',  P",  etc.,  les  forces  qui  produisent  le 
mouvement  ; les  cosinus  des  angles  de  la  force  P avec 
les  axes  des  cordonnées  sont 


X Y Z 
P’P’ P’ 


ceux  (le  la  vitesse  u correspondante  sont 
■ dx  dy  dz 
adt  ’ udt  ' udt 


' aura 

(*)  COS.(P,«) 


\dx+\dy 
V»dt  ' 


Xdx-fYdr-=Pwcos.(P,i>)  ; 

on  a d'un  autre  côté 

, daf-\-dy' 

d’où  l’on  tire  endifiérentiant 

dx<tx^-dydy 
(5)  = — : 

On  aurait  des  équations  analogues  pour  les  autres 
forces  et  les  autres  points  matériels;  donc,  en  vertu 
de  (à)  et  de  (5)  l’équation  (3)  se  change  en  (6). 

mrad»+m'atdut'-\-e\.C.^=  (PejCOS.(P,<a)-|-P'w'cOS.  (?”,«') 

• -t-etc.,}  dt. 

Cette  nouvelle  équation  est  X’équation  différentielle 


des  forces  vives , c'est  en  même  temps  l'équation  du 
mouvement  d’uu  système  invariable  autour  d’un 
axe  fixe. 

258. On  peut  établir  directement  cette  équation.  En 
eQet , soient  A , A',  etc.  , divers  points  matériels  liés 
invariablement  entre  eux  et  conservons  les  mêmes  no- 
tations : soit  de  plus  Q , Q',  etc.,  un  système  de  forces 
qui  produit  sur  l’ensemble  des  points  matériels  non 
soumis  aux  liaisons,  le  même  eflet  que  le  système 
P,  P',  P”,  etc.,  ce  sera  un  système  équivalent  à ce 
dernier  ; et , si  on  l’applique  en  sens  contraire , il  lui 
fera  équilibre  : or,  si  nous  décomposons  chacune  des 
forces  Q,  Q',  etc.,  en  deux  autres,  l’une  perpend' 
laire  au  plan  qui  passe  par  le  point  matériel 
fixe , l’autre  dirigée  dans  ce  plan  : les  premièr 
]X>santes  auront  seules  leur  effet  et  seront  égale 


düi  dfJ 

”•5-’ 


les  composantes  dirigées  dans  les  divers  plans  formés 
par  l’axe  fixe  et  les  points  matériels  et  qui  sont 
égales  à 

S rs 

fa  h» 

ta  — , m —,  etc, , 
r r 

n’auront  aucune  action.  Décomposons  de  ménte  les 
forces  P,  P,  P"...  en  deux  autres , les  unes  suivant  les 
directions  de  la  vitesse  et  qui  sont  égales  a 

Pcos.(P,w),Pcos.(P,»i’),  ect., 

et  les  autres  perpendiculaires  à cette  direction , et  qui 
seront  sans  effet  : si  maintenant  on  exprime  qu’il  y a 
équilibre  entre  les  deux  systèmes  de  composantes  ef- 
ficaces , on  aura 
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”^-dT  +^‘‘=>=P'«»-(P,“)+PVcos.(P',„')+etc., 

or  nous  ayons 


donc  I eqiuition  précédente  revient  à 

J etc.  ,=P«<»s.  (P.«H-F«'cos.  (F, «')+etc. , 

même  formule  que  la  formule  (0). 

259.  En  supposant  Taxe  fixe  quelconque,  on  a géné- 
ralement 

di  ’ 

en  vertu  de  cette  égalité , on  tire  de  Inéquation  précé- 
dente 

1 J 

- rf(w«V»»i'«''+etc.,)  = Xdj>4*Yrf^+Zds+X'dy+etc. 

Considérons  maintenai>t  le  uw  parù^ulier  où  les  forces 
P,  P,  etc.,  sont  nulle:  , alors 

1 , 

- etc.  ,)=0 , 

doù  , en  vertu  de  (7),  on  tirera  en  intégrant, 

i»ioi’+to'w'’+  etc. , = (mr’+in'r'’+ ) , 

et  en  posant 

mr’-(-OTV‘-j-etc.,=  K , 

on  aura 

w»’+m'*>'’+etc. , = éy* , 

A est  ce  que  l’on  nomme  le  moment  d’inertie  du 
système  : celte  quantité  varie,  comme  nous  le  verrons, 
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;ivfc  l’axe  lixe  : dans  le  cas  dont  il  s’agit,  celui  où  les 
forces  sont  nulles  , la  vitesse  angulaire  est  constante  , 
car  kydy  = 0,  d’où  y=  constante  ; donc  le  mouvenaent 
de  rotation  est  uniforme. 

260.  Dans  ce  cas,  il  est  facile  de  trouver  la  pression 
exercée  sur  l’axe  Gxeen  vertu  de  la  vitesse  du  système  : 
eu  ellet,  la  force  normale  qui  agit  sur  le  point  maté- 


riel dont  la  masse  estm— , et  les  projections  de  cette 


force  sur  les  axes  sont 


'‘"‘à 


myx-,  myy. 


en  ayant  soin  de  remplacer- par-/;  pour  un  autre  point 
ces  projections  sont 

m'yx,  ni'y'y, 

ainsi  de  suite;  donc  les  projections  de  la  résultante 
de  toutes  les  actions  normales  sur  les  axes  seront 


(TOJr+m'x'+ctc.,)7'=M;y’,  (injy+m'y+)y'=Mny’ , et  0. 

M étant  une  moyenne  entre  les  masses  des  divers 
points,  >i  les  coordonnées  du  rentre  de  gravité  du 
système. 

Les  projections  du  moment  linéaire  sont  en  gé- 
néral 

,yZ—zY,  zX—xZ,  xY-rX. 

et  ici 

Z=0,  Z'=0,  etc.; 

pour  la  pression  résultant  de  la  vitessedu  point  m , ces 
projections  sont 

myxz, 

et  de  même  pour  les  autres  points.  Ces  projections 


Z' 
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pour  la  résultaDle  de  toutes  les  pressions  seront  la 
somme  d’une  suite  de  termes  de  même  forme  et  pour- 
ront s’indiquer  ainsi , 

l'inijrz^  l'imjcz,  etc., 

ainsi  l’on  connaît  la  force  principale  et  le  moment 
linéaire  principal  des  pressions  exercées  sur  l’axe  fixe. 
Le  système  des  pressions  est  réduit  à une  force  et  à 
un  couple  : cette  pression  est  détruite  par  la  résistance 
de  l’axe  fixe. 

261. Si.  dans  le  système,  il  n’y  avait  qu’un  p>oint  fixe 
au  lieu  d’un  axe  fixe , la  force  principale  serait  encore 
détruite;  mais  pour  que  le  mouvement  soit  encore  le 
même  que  le  mouvement  observé  autour  de  l’axe  fixe  , 
il  faudra  que  le  couple  disparaisse  et  que  le  mo- 
ment linéaire  principal  soit  nul  , c’est-à-dire  qu’on 
ait 

■/lmyz  = Q , ■/'imxy  = 0 : 

dans  ce  cas  le  système  tournera  autour  de  l’axe  comme 
si  c’était  un  axe  fixe , quoique  cependant  il  n’y  ait 
qu’un  seul  point  de  cet  axe  fixe. 

SU 

Délerndnation  des  moments  d’inertie  et  des  axes 
principaux. 

262.Comme  nous  l’avons  vu  dans  le  paragraphe  pré- 
cédent, le  moment  d'inertie  d’un  corps  par  rap- 
port à une  droite  quelconque  est  la  somme  des  élé- 
ments de  sa  masse , multipliés  par  les  carrés  de  leurs 
distances  à cette  droite. 

Cherchons  maintenant  à déterminer  le  moment 


4 


•■'•s 
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(l’inertie  h en  l'onction  des  unf'les  que  fuit  l’axe  fixe 
avec  les  axes  des  coordonnées  et  des  coordonnées  des 
points  mobiles.  Or 

k = mr'-t-mV’+etc. , = Smr* , 


ainsi  nous  parviendrons  à notre  but  en  déterminant 
r,  r,  etc.,  en  fonction  des  quantités  dont  nous  venons 
de  parler. 

Soit  OB  l'axe  fixe , O l’origine  des  coordonnées , 
V les  angles  de  OB  avec  les  axes,  jyz  les  coordon- 
nées du  point  A , joignonsOA  et  du  point  A abaissons 
la  perpendiculaire  AO  sur  OB,  on  aura 

r'=AÔ'*— ü£', 
or 

OE=OAcos.(AOE), 


et  OA  fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus 
sont 

ÀO’A  ’ AO  ’ 

ainsi 


<lc  plus 
donc 


cos.AOE= 


JTCOS . i+^COS . /I+SCO» . * 

Âü 


Ao'  = , 

r'=T’+y+z' — {aXOS.>+J'COS.((+ZCOS.v)' 


et  par  suite 

k=lmr‘=lm  | (■«»s.X4-,ycos.(i+3Cos.v)’J  : 


telle  est  la  valeur  du  moment  d! inertie.  Mais  sous 
cette  forme  on  ne  voit  pas  comment  ce  moment 
varie  avec  la  direction  de  l’axe  par  rapport  au  système, 
ce  qu’il  importe  de  connaître. 
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263.  Développoas  l’expression  ci-dessus  de  h,  nous 
aurons 

k=lm  jx’+^’+z’— (Jc’co».X+etc..+^zcos.uco!..ï+...  j , 

Delà  nous  tirerons,  en  rédui»int  et  enrenuirquunt  que 
l'on  peut  faire  sortir  X,  u,  v de  dessous  le  sij.:;ne  qui  est 
relatif  aux  coordonnées  , 

A = sin.'Aîwix'-(-!>in.'uïny'’+siii.’ii  Imz’ — 2cos.;jcos.«-/iy  i 
— 2cos  vcos . \lmzj:  —2cjs.Xcos.ftiOT.ry  : 

on  peut  encore  chasser  les  sinus  en  remarquant  (|'ie 
SID  .*X=  1 — COS.’X=COS.’ft+CO.S.’ï, 

et  alors 

k = (COS . ’fi+COS . v’)îOTX*+  ( COS.  ’v+  COS . ' X)i//»y  ‘ 
+(cos.’/+cos.’fi)ïOTï’ — 2cos.|»cos  •i^mjrz — 2cos.scos.XiOTz.r 

— 2cos.Xcos..^iOTjy'. 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme 
eu  réunissant  tous  les  termes  qui  multiplient  un  cosi- 
nus ; alors  en  posant 

A=ïOT(y+z’),  B=îot(z’+j:*),  G=ïot(j:'+^'),  l)=i//yi, 

E=iOT  a.r , F= ; 
il= Acos.’X+Bcos.’ft+Ccos.'ï — 2Dcos.ucos.y — 2Ecos.>cos.  a 

— 2Fcos.(COS.a. 

Cette  forme  permet  de  voir  comment  h varie  avec  la 
«lirection  de  l'axe  fixe. 

26A. Cherchons  quelle  position  l’axe  doit  avoir  pour 
que  le  moment  d’inertie  soit  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum.Nous  pouvons,  àraidedcl’éti nation  précédente, 
arriver  à cette  détermination  par  des  considérations 
géométriques.  Supposons  que  |)ar  l’origine  des  coor- 
données on  mène  une  suite  d'axes  dans  toutes  les  di- 
rections , et  que  sur  chacun  d’eux  l’on  porte  une  Ion  - 
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gueur  qui  soit  pour  tous  In  même  fonction  du  mo- 
ment d’inertie  correspond.'int  à cet  axe.  Le  lieu  géo- 
métrique des  extrémités  de  toutes  ces  longueurs  est 
une  certaine  surface  qu’il  est  facile  de  déterminer. 
Désignons  par  »,  S,  7 les  coordonnées  courantes  des  ex- 
trémités , on  aura 

“ ^ 7 

cos.A=  — . cos.u  — — ■■  ■ , cos.v= , 

Va'+p'+i 

et  la  valeur  de  h donnera  (1) 

k(a+p,'+y‘)  — Aa’-t-B^’+Cy’ — 2D^7 — — 2FaJ5 , 

A étant  par  hypothèse  fonction  de  la  longueurJ/»’-f-i’+-/*, 
cette  équation  ne  renferme  que  les  inconnues  »,  |S,  y; 
par  conséquent  c’est  l'équation  de  la  surface  cherchée. 
Nous  disposons  arbitrairement  de  la  fonction  qui  mul- 
tiplie k,  nous  pouvons  donc  poser 

ou 

K»’-tf’+y*  = — ., 

V k 

c’est-îi-dire  que  la  longueur  que  nous  portons  sur 
chaque  axe  est  égale  à l’unité  divisée  par  la  racine 
carrée  du  moment  d’inertie  correspondant  à cet  axe  , 
l’équation  (1)  devient  alors 

Aa+B'i’-fCy— 2D?y— 2E»y— , 
cette  équation  représente  une  surface  du  deuxième 
degré  douée  d’un  centre  : or  k est  une  quantité  toujours 
positive  ; ainsi  n’est  jamais  infini  : donc  tous 

les  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  à la  surface  ont 
des  valeurs  finies  : d'où  il  résulte  que  la  surface  est 
un  ellipsoïde  : à son  plus  grand  axe  correspond  le 
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minimum  de  A,  el  a son  plus  petit  axe  correspond  le 
maximum  : les  axes  de  l’ellipsoïde  sont  appelés  axes 
principaux  du  corps  solide , et  les  moments  qui  y 
sont  relatifs  se  nomment  moments  d’inertie  prin- 
cipaux. Chaque  moment  d’inertie  s’obtient  en  di- 
visant l’unité  par  le  carré  du  rayon  vecteur  dirigé 
suivant  l’axe  auquel  il  correspond. 

L’équation  de  l’ellipsoïde  se  simplifie  lorsqu’on  le 
rapporte  aux  trois  axes  principaux,  car  elle  ne  doit 
plus  contenir  de  doubles  produits  de  coordonnées. 
Donc  lors((u’on  prend  pour  axes  de  coordonnées  le.s 
trois  axes  principaux  d’un  corps  solide,  on  a 

D = ï«iyz=0,  E=ï/«sj:=0,  F=îma">'=0, 
et  l’équation  de  l’ellipsoïde  se  réduit  à 
Aa’+B5’+Cy*=1. 

Quand  les  trois  conditions  précédentes  sojit  rem- 
plies, les  axes  des  coordonnées  sont  les  trois  axes  prin- 
cipaux du  corps  solide  ; or  elles  le  sont  lorsque  le  mou- 
vement de  rotation  du  corps  solide  se  fait  autour  d’un 
des  axes  coordonnés  sans  qu’il  y ait  de  pression  contre 
cet  axe,  l'origine  étant  seub'inent  supposée  fixe.  Ainsi, 
lorsqu'un  corps  solide  tourne  autour  d'un  axa  sans 
exercer  aucune  pression  sur  cet  axe  suppose  fixe  par 
l’origine  seuleiAent,  de  sorte  que  tout  se  passe  commes’il 
était  entièrement  fixe  ; cet  axe  est  un  axe  principal. 

Si  l’ellipsoïde  devient  de  révolution,  deux  mouve- 
ments d’inertie  principaux  sont  égaux  , et  il  y a une 
inGnité  de  systèmes  d’axes  principaux  : enfin  , s’il  de- 
vient une  sphère  , chaque  système  de  trois  axes  rec- 
tanguLiires  est  un  système  d’axes  principaux,  et  tous 
les  moments  d’inertie  sont  égaux  entre  eux. 
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Les  axes  de  coordonnées  éUint  quelconques , il 
sufiQt.  pour  trouver  les  moments  d’inertie  suivant  ces 
axes,  celui  des  x par  exemple,  de  faire  p=0,  7 = 0 

dans  l’équation  de  la  surface  : un  trouve  alors  A = — : 

a 

ainsi,  d’après  ce  que  nous  avons  établi  plus  haut,  A 
est  le  moment  d’inertie  demandé  ; de  même  B , C 
sont  les  moments  d’inertie  suivant  les  axes  des  y et 
des  Z : A,  B,  C deviennent  les  moments  d’inertie  prin- 
cipaux , quand  le  corps  solide  est  rapporté  à ses  axes 
principaux.  • 

265.  Après  avoir  montré  comment  les  moments  d’i- 
nertie varient  avec  la  direction  de  l’axe  fixe,  examinons 
comment  ils  sont  modifiés  suivant  la  position  de  l’ori- 
gine. Supposons  qu’on  la'  transporte  en  un  point  dont 
les  coordonnées  soient  a,  b,  c;  soient  r„r,',  etc  , les  dis- 
tances des  diliérents  points  du  système  h un  axe  pas- 
sant par  cette  nouvelle  origine , et  A',  le  moment 
d’inertie  relatif  à cet  axe.  D’après  ce  qui  précède  on 
aura 

R,=  îwir,’, 

orr,’  s’obtiendra  en  changeant,  dans  l’expression  de 
r , X,  y,  Z en  ' 

X— a,  y— A,  * — c, 

ainsi 

r,’=(x — ay+ij' — Oy+(z — c)’ — | (xcos.X+ycos.a-fzcos.») 
— acos.> — ècos.ti — ccos.v  j *=R’ — 2ax — 2èy — 2cz+r* 

+ 2(xcos.X4ycos.ft-(-zcos.v)  (acos.X-fècos.ü-fccos.v). 
Si  on  pose 

R’=a*+A*4«’ — (acos.X+Acos.fi-Kcos.v)’  ; 
on  a donc , en  désignant  par  M , 
K,=K+MR'+2(acos.>-+-Acos.(»-*-ccos.v)cos.*ï//»x-i-a(rtcos.X 
-fècos.pi+ccos.v)cos.{i2/i<y+2(acos.X+Acos.fi+ccos.>]  ïmz 

— 2almx — 2bvny — 2c  imz. 
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266. Si  l’on  suppose  que  la  première  origine  des  coor- 
données est  placée  au  centre  de  gravité  du  corps  so- 
lide, les  sommes  qui  entrent  dans  les  derniers  termes 
sont  nulles  ; et  on  a simplement 

K,=K+MR\ 

A l’aide  de  cette  formule , connaissant  le  moment 
d'inertie  par  rapport  à un  axe  passant  par  le  centre  de 
gravité , on  obtient  ce  moment  d’inertie  par  rap- 
port à tout  autre  axe  paraDële,  et  cela  en  ajoutant  à 
celui  qui  est  connu  la  masse  du  corps  multipliée  par 
le  carré  de  la  distance  du  centre  de  gravité  au  nouvel 
axe. 

Donc , dans  un  corps  quelconque,  le  moment  d’i- 
nertie par  rapport  à un  axe  passant  par  le  centre 
de  gravité,  est  plus  petit  que  par  rapport  à tout  autre 
axe  parallèle.  Les  moments  d’inertie  par  rapport 
à deux  axes  parallèles  entre  eux , et  également  dis- 
tants du  centre  de  gravité,  sont  égaux  entre  eux , et 
leur  valeur  augmente  à mesure  que  les  axes  s'éloignent 
de  ce  point. 

S III. 

Evaluation  des  moments  d'inertie  des  corps  solides. 

267.  La  formule  la  plus  commode  pour  cette  déter- 
mination est 

h — sip,*l  i wx’-l-sin  .’fi  sxa.’y'Lmd — 2cos.(»  cos.»;#iiys 

— 2cos.»cos.lïmu — icos.'icos.fizmxy  : 

en  supposant  que  les  axes  des  coordonnées  coïncident 
avec  les  axes  principaux  , cette  formule  devient 

A:  = sin. ’X£ mx'+sin ,’u  zmy‘+sin.'*i  mz'  : 


( 346  ) 


|M)soiis  pour  simplifier 

G=i/«jr’,  I=ïma’; 

alors 

(1)  4:  = Gsin.’A+Hsin.'u-i-I sin.'y , 


telle  est  la  formule  dont  nous  allons  faire  usage. 

268.  Considérons  un  solide  terminé  par  deux  surfaces 
z=z^,  z=Z,  deux  cylindres = y=Y,  et  deux 
plans  .r  = x„,  Xr=  X (le  plan  des  ay  étant  horizontal), 
et  cherchons  à déterminer  G,  H,  1.  Soit  le  volume 
d'uu  élément  du  corps  solide , o sa  densité  -,  f elw  sont 
fonctions  des  coordonnées  xyz  de  cet  élément,  et  en 
appelant  m sa  masse  , m=ç,v;  par  conséquent 

G=ïfVx'=:t>,p,X,*+»',p,X,',  etc. 

en  appelant»',,  p,,  x,,  »'’,p’,  x“,  etc.,  les  mêmes  quantité.s 
relatives  aux  divers  éléments.  Or  on  démontre  dans  le 
calcul  infinitésimal  que  * 

cX  rY  rZ 

I I l J\xyz)drdjrU.r. 
**  •ï'o" 

donc 

, X rZ  pX  ,’Y  rZ 

G=  I I I px’ds<^</x=  I x' j I udzdyd.r  : 

Jx„  Jyjz^ 


posons 


P dzdy—^  ; 


P représentera  la  masse  d’unescction  faite  dans  le  corps 
par  un  plan  perpendiculaire  à l’axe  des  x,  p étant  la 
densité  uniforme  pour  les  points  de  cette  section  ^ 
alors 


G= 


px'dx , 
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U est  généralement  fonction  dex;  ainsi  on  pourra  ob- 
tenir cette  intégration  et  déterminer  G : dans  le  cas 
où  a est  constante,  on  ajx=f.U,  U désignant  l’aire  de 
la  section  ; alors  on  a 

(2)  G = j Vx'dx , 

on  déterminera  d’une  manière  analogue  les  quantités 
H et  I. 

269.  Supposons  qu’on  veuille  obtenir  le  moment  d’i- 
nertie d’un  parallélipipède  rectangle  homogène , par 
rapport  à un  axe  passant  par  son  centre.  Soit  a,  b,  c, 
les  trois  côtés  du  parallélipipède  : prenons  les  axes 
des  coordonnées  respectivement  parallèles  à ces  côtés. 
Dans  ce  cas , tout  sera  symétrique  de  part  et  d’autre 
des  plans  coordonnés,  et  l’ellipsoVde  dont  la  construc- 
tion détermine  le  moment  d’inertie  sera  lui-méme 
symétrique  par  rapport  à ces  axes  : les  axes  des  coor- 
données , d’après  cela  , seront  les  axes  principaux , car 
alors  on  aura 

imj^z=0,  lmzx  = 0,  lmxy=:0: 
ainsi  pour  déterminer  le  moment  d’inertie  dont  il 
s’agit,  nous  pourrons  employer  la  formule  (1),  dans 
laquelle  il  faut  commencer  par  obtenir  les  valeurs  de 

G.H.T. 

Pour  obtenir  G , remarquons  que  dans  (2)  il  faudra 
faire 


U est  constamment  égal  à bc , ainsi 

a a 

G=ècj/J*  x'flx=2bcp^  x'dx -, 
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x’t/j  est  — , 

3 ’ 

l’intégrale  définie  esl^,  et  par  suite 
bca' 

tj=9 : 

12 

mais  V étant  le  volume , et  M la  masse  du  pnrallélipi- 
pède  on  a 

y=abe,  til^fabc , 

, ,,  Ma- 

done U = -T^,  on  aurait  de  même 


12 


I- 

“ 12  ’ “ 12  ’ 


ainsi 


(3)  *=M 


a’sin.’)i+A*sin  .*fi+c’sin.’» 


12 


Si  le  solide  devient  un  cube 


> ...  . . . • iJAté- 

k=z  (sin . >+siu.  ft+sin.  v)  = , 

CAF 

sin  .V+sin  .*ji+sin . ’v = 3 — (cos  .’x+cos.’ji+co!!.  ’v)  = 2. 

On  peut  facilement  obtenir  le  moment  d’inertie 
par  rapport  h l’une  des  arêtes  du  parallélipipède , 
etle  déduire  du  précédent.  Pour  avoir  le  moment  d’i- 
nertie par  rapport  à l’axe  des  x,  il  suffit  de  faire 
dans 


(3)  * = 0, 


« r 


et  alors  on  trouve 


*=M 


b'+c' 

12 
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|iour  avoir  le  moment  d'inertie  A,  par  rapport  à 
l’aréte  parallèle  à l’axe  des  x , il  suffit  d’ajouter  à A le 
produit  MR'  ; or  ici 


R’= 


b'+c' 
4 ’ 


ce  que  l’on  peut  voir  en  introduisant  les  hypothèses 
précédentes  dans  la  valeur  de  R , et  en  remarquant 
que  dans  cette  valeur  générale  les  lignes  a,  b,  c sont 
doubles  de  celles  que  nous  désignons  ici  par  les  mêmes 
lettres.  On  aura  donc 


A,=M 


A'+c* 

3 ’ 


on  déterminerait  avec  la  même  facilité  les  moments 
d’inertie  par  rapport  aux  arêt  es  A et  c. 

270.  Cherchons  maintenant  le  moment  d’un  ellip- 
soïde homogène,  relatif  à un  pxe  passant  par  son 
centre.  Soient  a,  b,  c les  demi-axes  de  l’ellipsoïde,  son 
équation  sera 


On  voit  encore  ici  que  les  axes  de  l’ellipsoïde  pris 
pour  axes  des  coordonnées,  sont  les  axes  principaux. 
Ici 

x,= — a,  X=n,  U=irAc^t  — 

ainsi 

posons  x = as,  alors 

x'=a’s\  x’dx  = a's^ds  , 
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G=7fort’ic^  (1 — s'ds — 2irpa’&c^  t*ds 

O 2 /I  1\  ♦ * 

= - nùa'bc ic  aa' be=2Kfa'bc  ( r — - J = — vaa’be  : 

3 5 \3  5/  15 


M=  - ^pabc , 


de  même 


et  par  suite 


G=  - Ma’ , 

O 


H=  ’-M*’,  1=  Jmc\ 

O O 


, -,  a’sin.**+6’sin.V+r’sin.*ï 

; 

5 

si  i ellipsoïde  devient  une  sphère  • 

alors  a est  le  rayon  de  la  sphère , et  est  constant. 

Fiÿ  79  271.  La  formule  générale  s’applique  également  aux 

solides  de  révolution  ; mais  dans  ce  cas  on  peut  arri- 
ver è une  formule  plus  simple. 

Le  plan  des  xjr  étant  horizontal , et  l'axe  des  z ver- 
tical , considérons  un  solide  de  révolution  engendré 
par  une  surface  terminée  par  une  courbe  PQ , deux 
plans  PM,  QN , perpendiculaires  à l’axe  des  x pris 
pour  axe  de  révolution , et  cherchons  le  moment 
d’inertie  par  rapport  à cet  axe.  Prenons  une  tranche  de 
volume  comprise  entre  deux  ordonnées  mp , nq  ou 
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y et  y+  Ar  correspondants  aux  abscisses  x et  , 

et  cherchons  le  moment  d’inertie  de  cette  tranche  : 
pour  cela , décomposons-la  en  zones  comprises  entre 
deux  cylindres  dont  les  rayons  sont  r et  r+Sr.  Une  zone 
aura  pour  volume 

riar  [ (r+Ar)’ — r’  | =r  2itrArAJ:  (1-H). 

En  nommant  e la  densité  du  solide  de  révolution  que 
nous  supposerons  dépendre  de  r et  de  x,  on  aura  pour 
la  masse  de  cette  zone 

27r6rArAx(l+f)  ; 

or  AC  est  très-petit , on  peut  donc  sans  erreur  sensible 
supposer  que  tons  les  points  de  la  zone  que  nous  con- 
sidérons sont  distants  de  r de  l’axe  des  x : ainsi  on 
aura  le  moment  d’inertie  de  cette  zone  en  multi- 
pliant sa  masse  par  r,  et  ce  moment  sera 

2npr’ArAx(l-t-c  ). 

Le  moment  d’inertie  de  l’ensemble  des  zones  qui  for- 
ment la  tranche  du  solide  de  révolution  comprise 
entre  pm  et  ÿn,  sera 

27rAxïpr^Ar(l-|-t)  ; 

or,  lorsque  l’épaisseur  des  zones  fjui  forment  la  tranche 
devient  infiniment  petite,  la  somme 
ïprAc(l-fi), 

revient  à l’intégrale  pr’/Ir,  les  limites  de  r étant 
r = o et  /'=j  ordonnée  de  l’élément  pq  : d’après  cela 
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est  le  moment  d’inertie  de  la  tranche.  Si  on  pose 

J*  pr’dr=F(x), 

le  moment  d’inertie  sera 

2rF(x)  Ax , 

et  en  passant  à la  limite , c'est-à-dire  en  supposant 
les  tranches  infiniment  minces 


■f 

J X. 


2ir  I F(x)dx  i 


donc  le  moment  d'inertie  du  solide  de  révolution 
sera 

A=27tJ*  fr^drdjc  : 

mais  en  admettant  que  p est  seulement  fonction  de  x , 
alors 

fY  y*  , rX 

J ptfdr^p—  et  *=âj 

et  comme  y est  fonction  de  x , si  le  solide  est  ho- 
mogène , on  aura 


/(x)‘ctr , 


formule  que  l’on  pourrait  déduire  du  cas  général. 

272. Appliquons  ce  résultat  à une  sphère  dont  le  cer- 
cle générateur  a pour  équation  x'-t^'  = R’  ; dans  ce  cas 

y=(R*-x*)*, 

et  par  suite 

,r  rR 

k=.-p  I (R’ — xydx  = irp  I (R* — x’)dx: 

2 J -R  J . 
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posons  pour  intégrer  X = ; alors  les  limites  corres- 

pondantes à X = 0,  X = R sont  s = 0,  s = 1 , et  on  a 

R’— x*=R’(l-i’) , <Lc=Kds, 

donc 

*=rpR'C\l_5’)’di  = A „,R5_  ? MR‘  , 

J,  15  ■ 5 

puisque 

M = ^«pR>. 

273.  Si  le  solide  de  révolution  est  un  cylindre  ayant 
pour  axe  l’axe  des  x , et  R pour  rayon  de  sa  l^se  ; 
alors  y = R et  le  moment  d’inertie. 

1 fx 

»Xo 

et  en  posant  Xo=  0,  X = A ( hauteur  du  cylindre), 
*=^»rpR«A=ÎMR*. 
puisque  MsnpR'A. 

274. S’il  s’agit  d’un  cône  circulaire  ayant  son  sommet 
4 l’origine  , pour  axe  l’axe  des  x,  et  R pour  rayon  de 
sa  base  et  h pour  hauteur  ; alors 

y'  R R 

-=-  ou  y.=  -x, 

donc 

1 R*r*  I 1 

*=2  "Pas  5 ïï 

0 

puisque 

M=  - rR’Ap. 

3 

23 
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275.  Considérons  pour  dernière  application  un  pa- 
raboloïdc  de  révolution  ayant  pour  équation  y' sox. 
Dans  ce  cas 


h étant  la  hauteur  ou  sa  plus  grande  abscisse  : on 
tire  de  là 

or,  le  volume  du  parabololde  ayant  pour  hauteur  h est 
f*  f*  ah’ 

V = irV  jrdx=K— . 

donc 

*=  - Mah. 

3 

S IV. 

Mouvement  de  rotation  d’un  corps  pesant  autour  d’un 
axe  horizontal.  — Pendule  composé. 

276.  Nous  avons  vu  que  la  formule  générale  qui 
convient  au  mouvement  d’un  corps  autour  d’un  axe 
fixe  quelconque  est 

m<tfdw+m'w'd6>'+ete.,=:  |P«cos.(P,w)+FM'cos.{F,(u')+elc.  J , 
ou 

(1)  mtidi^rdv>dtî-\etc.,  x:X<^4,Y<^'f-Zdz+X'dj:'-i-etc.  : 

Supposons  l’axe  des  ar  vertical , celui  des^-  horizontal , 
et  considérons  le  mouvement  d’une  masse  solide  qui 
tourne  autour  d’un  axe  passant  par  l'origine  et  p>er- 
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pendiculaire  au  [ilan  xj  ; cette  masse  n’étant  sou- 
mise qu’à  l’action  de  la  pesanteur. 

Décomposons  le  corps  solide  en  une  in£nité  de 
petits  corps  dont  les  masses  soient  m,  m , etc. , et  les 
coordonnées  XT’z,  xy'z',  etc.  s soit  de  plus  r,  r',  r",  etc. , 
les  distances  de  ces  masses  à l’axe  de  rotation, 
u,a>', w”,  etc.,  les  vitesses  correspondantes,  et  y la 
vitesse  angulaire  : d’après  ces  suppositions  on  a 

u=ry,  «'=0^,  »>’'=r7",  etc., 

et  par  suite 

mu  =mr'y' , etc., 

ajoutant  ces  égalités  membre  à membre,  et  différen- 
tiaut,  il  vient 

mudu+  m'w'rfw'+etc. , =(/nr^+)n'r’’+etc.,)  yt^Tskydy , 
par  conséquent 

A-ydy  = Xdx+Yt^+Zd5+X'</jr'+elc., 
or,  dans  le  cas  qui  (nous  occupe , 

X=mg,  Y=0,  Z=0,  X'=m’g,  Y'=0,  Z'=0,  etc.  . 
ainsi  l’équation  précédente  revient  à 

kydy=zg{mdx+m'dx'+etc.)  : 

telle  est  l’équation  du  mouvement  dont  l’intégration 
fera  connaître  la  variation  des  forces  vives  dans  un 
temps  donné. 

277.  Le  deuxième  membre  de  cette  équation  peut  se 
transformer  et  se  simplifier  ; en  ellet , i étant  l’ab- 
scisse du  centre  de  gravité  du  corps , on  a 

M ï =/7ix+m'x'+ etc. , 

d’où 


‘'?idi=mdx+m'dx'+  cIc., 
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ainsi  l’équation  se  réduit  à 

■■ 

telle  est  l’équation  sinipli&ée  du  mouvement  d'un 
corps  solide  autour  d’un  axe  horizontal , et  l’on  voit 
que  ce  mouvement  a lieu  comme  si  toute  la  masse  était 
concentrée  au  centre  de  gravité  : on  peut  encore  lui 
donner  une  autre  expression,  car  Ar=: :mr’;  ainsi  on 
peut  poser  h = MR’ , d’où  l’on  tire 
MRV7=VfMdï, 
et  en  divisant  par  M , 

'K‘fdy=gd^^  (2) 

278. Un  corps  solide  d’une  Egure quelconque,  oscil- 
lantautour  d’un  axe  horizontal  est  nommé  pendule  com- 
posé par  opposition  au  pendule  simple,  formé  par  un 
seul  point  matériel  suspendu  à un  El  sans  masse.  Ainsi 
l’équation  (2)  convient  parfaitement  au  pendule 
composé  ; mais  pour  ramener  cette  équation  aux  os- 
cillations du  pendule  , nommons  6,  l’angle  de  la  verti- 
cale avec  la  droite  qui  va  de  l’origine  au  centre  de 
gravité  de  la  masse  que  l’on  fait  osciller  à l’origine  du 
mouvement , et  S l’angle  de  ces  deux  ligues , à un  in- 
stant quelconque  du  mouvement.  L’intégration  de 
l’équation  (2)  entre  les  deux  instants  correspondant  à 
res  deux  positions  donne 

R’7’=2^,--^.)  i 

or  si  on  nomme  pla  longueur  du  pendule , c’est-à-dire 
la  ligne  qui  va  de  l’origine  au  centre  de  gravité  de  la 
masse , on  a 

Ç = fCOS.  9,  Ç,=  pcos.8o, 

et  par  suite 

R’y‘=2S'p(cos.  8 — cos. 9.),  =~x  (cos.V— COS.9.)  , 

R 
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et 

7 (cos.0— cos.ejî  : 

de  plus  5 étant  l’espace  parcouru  pur  le  centre  de  gra- 
vi té,  on  a 

*=p(0-9.), 


et  par  conséquent  en  diilérentiant 

ds  , /e„— 9\  di 

dt=^^\r^r-^w 

d’un  autre  côté  ^ = P7  • cette  égalité  combinée  avec 

la  précédente  donne  7=  — ^ , et  substituant  dans  la 
valeur  de  7 , on  obtient 


d'où  l’on  tire  enfin 


d^ 


(cos.fl— cos.9„)î 


voilà  l’équation  cherchée,  et  qui  donne  une  relation 
entre  le  temps  d’une  oscillation  et  l’angle  que  fait  avec 
la  verticale  la  ligne  qui  va  de  l’origine  ou  du  point 
de  suspension  nu  centre  de  gravité  de  la  masse. 

279.  Comparons  maintenant  cette  équation  avec 
celle  obtenue  dans  le  cas  du  pendule  simple.  Or,  si 
dans  l’équation  précédente  , on  pose  R =p,  on  tombe 
sur  l’équation  cherchée , 

(i)  dt=-(£'\  * T- 

\2g’  / (ros.9 — cos,9„)  * 
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R‘ 

De  plus,  si  dans  l’équation  (3)  on  luit  (5)  — =:  , elle 

ù 

devient 

dt=—(f)' ^ 

(cos. fl COS.flo)’’ 


équation  tout  à fait  semblable  à (4)  : ainsi,  \e pendule 
composé  oscille  comme  un  pendule  simple  dont  la 

R' 

longueur  serait  — L’extrémité  de  cette  longueur, 
f 

dont  le  mouvement  a lieu  comme  si  elle  était  indépen- 
dante des  autres  points  du  système,  se  nomme  centre 
d oscillation  ; il  jr  a évidemment  une  infinité  de  cen- 
tres d oscillation  situés  sur  une  ligne  menée  parallè- 
lement à F axe  à la  distance  dans  le  plan  passant 
par  le  centre  de  gravité. 

280.  Soit  maintenant  MR"  le  moment  d’inertie  du 
corps'par  rapporta  un  axe  passant  par  le  centre  de 
gravité , et  parallèle  à l’axe  de  suspension  : alors  le 
moment  d’iner(ie 

*=MR’=MR'*=Mf’ , 

d’après  ce  qui  a été  démontré  , et  par  suite  R*  = R"-)- p*: 
substituant  cette  valeur  de  R’  dans  (5),  il  vient 

R" 

p’= l-p , 

P 

ou 

R*  , 

— =p— p=p,, 

P 

ou  enCn  R"  = pp,,  p,  est  la  distance  du  centre  de  gravité 
au  centre  d’oscillation.  R"  étant  indépendant  de  la 
position  du  centre  de  suspension  , le  produit  pp,  en 
est  aussi  indépendant , et  il  en  rcsuke  que  si  l’on  donne 
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à P la  valeur  de  p,,  p,  preudra  nelle  de  p , o’eet  en  cela 
que  consiste  la  réciprocité  des  centres  de  suspension  et 
d’oscillation. 

281.  Il  existe  d’ailleurs  dans  un  corps  solide  uneinG- 
nité  de  lignes  telles  qu’en  les  prenant  pour  axes  de  sus- 
pension , ce  corps  fera  constamment  autour  de  ces 
lignes  des  oscillations  dont  les  durées  seront  toujours 
égales  entre  elles.  Désignons  par  a,  |3,  y,  les  angles  que 
forme  avec  les  trois  axes  principaux  qui  se  croisent  au 
centre  de  gravité  du  corps,  une  parallèle  à l’axe  Gxe 
menée  par  ce  centre  de  gravité,  et  par  A,B,C  les 
moments  d’inertie  pris  par  rapport  à ces  axes  prin- 
cipaux. On  aura 

Mè*s=A  coi.’a+Bcos.’^-fCcos.’y , 
et  par  conséquent 

A cos . *a+B  cos  cos . ’y+Mp’ 

’ 

pour  la  longueur  du  pendule  simple  dont  les  oscilla- 
tions auraient  une  durée  égale  à celle  du  corps 
proposé.  Or  on  peut  faire  varier  d’une  inGnité  de  ma- 
nières les  valeurs  des  quantités  a,  p.yetp,  en  conser- 
vant toujours  la  même  valeur  à l’expression  pré- 
cédente. 


Soit  A le  plus  petit  des  trois  moments  d’inertie 
A,B,C  à valeur  égale  pourp,  la  plus  petite  valeur  de 


l’expression  précédente  sera 


A+Mp 


, et  le  minimum 


de  cette  dernière  expression  répond  à la  valeur 
P = ^ : ainsi  les  axes  desuspension  autour  desquels 


un  corps  solide  exécute  les  oscillations  dont  la  duréç 
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est  la  moindre  possible , sont  parallèles  à celui  des 
ases  principaux  passant  par  le  centre  de  gravité  au- 
quel répond  le  plus  petit  des  trois  moments  d'iner- 
tie , et  sont  distants  de  cet  axe  principal  de  la  quan- 


/a 

tité  V ^ ; la  longueur  du  pendule  simple  dont  les  os- 


cillations ontcette  moindre  durée  est  2 


Du  reste  il  est  facile  de  voir  que  si  dans  le  plan 
mené  par  le  centre  de  gravité  perpendiculairement  à 
faxe  de  rotation  , on  trace  du  centre  de  gravité  deux 
cercles  avec  les  rayons  p,p,  le  premier  sera  la  base  tdun 
cylindre  droit  dont  les  génératrices  sont  des  axes 
de  suspension  synchrones,  et  Vautre  le  lieu  des  centres 
it oscillation  correspondants,  et  réciproquement. 
(Théorème  d’Huyghens.  ) En  changeant  la  direction 
de  l’axe  de  rotation , on  trouve  un  autre  système 
d’axes , en  sorte  que  ces  diflérents  systèmes  seront  tan- 
gents à deux  sphères  concentriques  autour  du  centre 
de  gravité  : ainsi , dans  tout  corps  solide  il  existe  une 
infinité  d’axes  autour  desquels  les  oscillations  sont 
synchrones,  ce  que  nous  avons  déjà  démontré. 

282.  Nous  avons  vu  que  le  pendule  composé  se  ra- 
mène à un  pendule  simple  ; ainsi , en  supposant  les 
oscillations  très-petites , l’équation  relative  sera 


voyons  maintenant  comment  cette  équation  peut  servir 
à déterminer  la  quanti  lé  g : on  peut  compter  le  temps 
qu’emploie  à faire  une  demi-oscillation  le  pendule 
dont  on  mesurera  la  ligne  p'.  c’est-à-dire  la  distance  du 
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centre  d’oscillation  au  centre  de  suspension  , ainsi  tout 
est  connu  dans  cette  formule , on  en  tire 


g ' 


donc 


Le  temps  d’une  demi-oscillation  s'obtient  en  divisant 
le  temps  employé  à faire  un  certain  nombre  de  demi- 
oscillations  par  ce  nombre.  A Paris , on  a trouvé  pour 
le  pendule  qui  fait  ses  demi-oscillations  dans  une  se- 
conde (>'=0*',  99384  : ainsi 


g'=0m,9938*  (3.U159)* . 

d’où  g’  = 9*‘, 8088.  Donc  Y espace  parcouru  par  un  corps 
pesant  pendant  la  première  seconde  de  sa  chute  est 
4,9044. 


CHAPITRE  VII. 

MOUVEMENT  d’un  SYSTÈME  INVARIABLE  AUTOUR  o’UN 
POINT  FIXE. 


S I". 


Propriétés  du  mouvement  d’un  système  invariable  entière- 
ment libre  • axe  instantané  de  rotation. 


283.  Si  plusieurs  points  matériels , invariablement 
liés  entre  eux , se  meuvent  dans  un  plan , et  si  les  vi- 
tesses de  deux  de  cea  points  deviennent  nullcs  à un 
instant  déterminé  du  mouvement , les  vitesses  de  tous 
les  autres  points  seront  nulles. 
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l''*g  Si.  Kii  elFft,  soicnl  A, A', A"  trois  points  tlu  système, 
et  A, A'  ceux  dont  les  vitesses  sont  nulles;  appli- 
quons en  A"  une  force  quelconque  P,  et  décompo- 
sons cette  force  en  deux  autres  Q,Q'  dirigées  suivant 
AA"  et  A" A':  nous  pouvons  considérer  ces  deux  forces 
comme  appliquées  en  A et  A'  : dès  lors  il  y a deux  sys- 
tèmes P et  Q,Q'de  forces  équivalentes  et  en  vertu  du 
principe  de  Dalenibert , si  sont  les  vitesses  des 

trois  points,  on  aura  l’équation 

Pw"  cos.  { P, (.>")  = Qw  cos.  ( Q,u)-|-QV  cos.  (Q’,!»’), 

Si  sont  des  vitesses  virtuelles  , on  peut  les  con- 

sidérer comme  telles  , |)uisiju’elles  sont  compatibles 
avec  les  liaisons  du  système  : les  vitesses  <.i,u'  étant 
milles  , l'équation  précédente  se  réduit  à 

Pu" cos.  (P,u")  = o OUu''  = 0, 

puisque  la  force  P est  arbitraire  en  intensité  et  en  di- 
rection. Ce  que  nous  venons  de  dire  du  point  A", 
s’appliquant  à tout  autre,  le  principe  est  démontré. 

Nous  allons  démontrer  maintenant  que  , si  seule- 
ment la  vitesse  d’un  point  devient  nulle  à un  instant 
du  mouvement , la  vitesse  de  chacun  des  autres  points 
est  perpendiculaire  et  proportionnelle  à la  ligne  menée 
du  point  en  repos  à celui  dont  il  s’agit. 

Fig.  83.  Soit  A le  point  en  repos  et  A'  un  autre  point  quel- 
conque du  système.  Appliquons  en  A une  force  quel- 
conque P dirigée  suiv.ant  AA',  cette  force  pourra  être 
considérée  comme  appliquée  en  A',  et  produira  le 
. même  eflet.  Si  dom,  nous  représentons  par  m,*>'  les 
vitesse»  des  points  A, A',  nous  aurons,  en  exprimant 
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que  le  système  P appliqué  en  A'  est  équivalent  au  sys- 
tème P appliqué  en  A , 

Pw  cos.  (P,«)  = Pw'  cos.  (P,w') 

et  comme  u = 0,  il  en  résulte 

P«' cos.  (P,u')  = o.  ou  bien  cos.  (P,u')=»o, 

puisque  nous  supposons  qu'on  n’a  pas  w'z=0;  donc  la 
vitesse  w'  est  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  qui 
joint  le  point  A au  point  A',  et  la  première  partie  du 
principe  est  démontrée. 

Soit  toujours  A le  point  dont  la  vitesse  est  nulle,  Fig.  8i- 
et  A', A"  deux  autres  points  quelconques.  Appliquons 
sur  le  rayon  vecteur  AA'  considéré  comme  bras  de 
levier,  un  couple  dont  les  forces  soient  diriçrées  sui- 
vant les  vitesses  des  points  A, A'  ; appliquons  de  même 
sur  AA"  un  autre  couple  dont  le  moment  soit  équiva- 
lent au  premier;  en  nommant  les  bras  de  levier, 

AA', AA",  Q,Q'  les  forces  des  couples , on  aura  d’a- 
bord (1)  Qr'=  Q'r'' ; or,  ces  deux  couples  forment  des 
systèmes  équivalents,  ainsi  pour  les  vitesses  virtuelles 
(juelconques  et  par  suite  pour  les  vitesses  ellectives 
du  système , qui  sont  aussi  virtuelles  , on  aura 

Q»'  cos.  ( Q*,w')  = Q'û>"  cos.  ( Q’,w" ) , 
or 

cos.  (Q,w')=cos.  (Q',w'')  = 1 ; 
donc  Q«'=Q'w",  et  divisant  cette  équation  par  (1),  il 
vient  ^=—,  ce  qui  établit  la  deuxième  partie  du 
principe. 

Passons  maintenant  au  cas  de  plusieurs  points  ma- 
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8‘i  léricis  invariiiblcmeul  liés  entre  eux,  et  qui  se  meu- 
vent dans  l’espace.  On  démontrera , avec  la  même 
facilité  que  dans  le  cas  d'un  système  plan , lorsque 
les  vitesses  de  trois  points  deviennent  nulles  à un 
instant  du  mouvement , il  en  est  de  même  des  vitesses 
de  tous  les  autres  points  -,  car,  en  décomposant  une 
force  quelconque  P,  appliquée  en  A"'  en  trois  autres 
Q,Q',Q",  on  aura 

Pw'”cos.  (P,w'”)=Qm cos.  (Q,u ) -|- Q'm'cos.  (Q',u') 
-f-QV'cos. 

équation  qui  se  réduit  à «"'=0. 

Lorsque  la  vitesse  d’un  seul  point  devient  nulle,  la 
vitesse  de  chacun  des  autres  points  est  perpendicu- 
laire au  rayon  vecteur  correspondant. 

Cela  est  évident , car  chaque  point  décrira  une 
courhe  sphérique  autour  du  point  dont  la  vitesse  est 
nulle,  et  sa  propre  vitesse  sera  dirigée  suivant  la 
tangente  à cette  courbe,  et  sera  par  conséquent  per- 
pendiculaire au  rayon  vecteur  qui  est  le  rayon  de  cette 
sphère.  On  pourrait  d'ailleurs  le  démontrer  comme 
dans  le  cas  du  plan. 

284.  Lorsqu’un  système  invariable  se  meut  autour 
d’un  point  fixe  instantanément,  ce  qui  a lieu  dans  le  cas 
précédent , on  peut  toujours  mener  par  ce  point  un 
axe  autour  duquel  on  peut  considérer  le  mouvement 
comme  s’ell'ec tuant. 

. 86.  Soit  O le  point  dont  la  vitesse  est  nulle,  et  A,  A' deux 
points  quelconques  du  système , menons  par  ces  points 
des  plans  perpendiculaires  à leurs  vitesses  ; ces  plans 
se  couperont  suivant  une  droite  OD,  qui  passera  né- 
cessairement par  le  point  O , et  nous  .allons  démontrer 
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qu’un  point  quelconque  de  cette  droite  a aussi  une 
vitesse  nulle. 

En  eQet , menons  les  lignes  DA, DA'  et  dans  le  plan 
ADA',  appliquons  en  D une  force  P,  que  nous  dé- 
composerons en  deux  autres  Q.Q'.  dirigées  suivant 
DA  et  DA’ , le  système  P sera  équivalent  au  système 
Q,Q',  donc  en  appelant  Q la  vitesse  du  point  D , et 
6>,«'  celles  de  A,  A',  on  aura 

Pu  cos.  (P,ti  ) = Qu  cos.  ( Q,u)-|-Q'u'cos.  (Q',»') 

pour  des  vitesses  virtuelles  quelconques , et  par  suite 
pour  les  vitesses  effectives.  Or,  le  deuxième  membre 
de  cette  équation  est  nul,  car  cos.  (Q,w)=o,  cos. 
(Q’,u')=;o,  donc  Pu  cos.  (P,n)  = o,  ce  qui  revient  à 
a=o,  puisque  P est  quelconque , si  l’angle  (P.n)  ne 
peut  pas  être  droit  : or,  c’est  ce  qui  arrive , car  P étant 
dans  le  plan  ADA',  il  faudrait  que  OD  fût  parallèle  à 
P,  ce  qui  est  impossible , puisque  OD  rencontre  le 
plan  de  P,  et  ne  peut  se  trouver  dans  ce  plan.  On 
pourra  donc  considérer  le  mouvement  comme  s’effec- 
tuant autour  de  l’axe  OD  ; cet  axe  qui  change  à chaque 
instant  se  nomme  l’axe  instantané  de  rotation. 

285.  Il  nous  reste  à faire  voir  que  les  vitesses  des 
points  sont  proportionnelles  aux  distauccs  de  ces  points 
à l’axe  instantané  de  rotation. 

Soit  toujours  O le  point  dont  la  vitesse  est  nulle,  et  Fig  8- 
OD  l’axe  instantané  de  rotation.  Abaissons  sur  OD  les 
perpendiculaires  AE,A'E', de  deux  points  quelconques 
du  système,  et  sur  ces  perpendiculaires  comme  bras  de 
levier,  appliquons  <les  couples  dont  les  forces  soient 
dirigées  suivant  les  vitesses  et  dont  les  mouvements 
soient  égaux  ; et  d’abord  il  est  nécessaire  d’observer 
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que  la  ligne  OD  sera  la  coinmuoe  intersection  de  tous 
les  plans  jiassant  parles  points  du  système,  et  per- 
pendiculaires aux  vitesses  de  ces  derniers  , car  si  tous 
ces  plans  ne  se  coupaient  pas  suivant  une  même  li- 
une  droite,  il  y aurait  dans  le  système  trois  points 
non  en  ligne  droite,  dont  les  vitesses  seraient  nulles, 
ce  cfui  entraverait  l’état  de  repos  de  tous  les  autres 
points.  Cela  entendu,  il  est  évident  que  les  deux 
couples  formeront  deux  systèmes  équivalents.  En  ex- 
primant cette  condition  au  moyen  du  principe  de 
d’Alembert.  et  remarquant  queles  forces  appliquées  à 
l'axe  OD  ne  produisent  aucun  eQ'et , on  aura  l'équation 

CÜS.  ( P,»»)  = p'oj'  cos.  ( P',u')  ; J 

or,  les  forces  étant  dirigées  suivant  les  vitesses  , 

cos.  ( P, 6*)  = cos.  ( P'm'  1 = 1. 

ainsi , Pt.p=PV,  d'ailleurs  l’égalité  des  mouvements 
des  couples  donne  Pr=P'r,  et  ces  deux  équations 

divisées  l’une  par  l’autre  produisent— =s  ce  qu’il 

fallait  démontrer. 

Ces  principes  généraux  étant  posés,  nous  allons 
chercher  les  équations  qui  déterminent  le  mouve- 
ment d’un  système  invariable  autour  d’un  point  fixe. 

5 II- 

Equations  du  mouvement  d'un  système  invariable  autour 
d'un  point  fixe. 

286.  Ce  qui  précède  étant  bien  établi,  supposons 
que  des  forces  motrices  données  agissent  sur  tous  les 
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éléments  ilu  système  ou  du  mobile  , et  cherchons  , eu 
éeard  à ces  forces  , les  équations  diflérentielles  «le  son 
mouvement  autour  d’un  point  lise. 

Par  le  centre  fixe , menons  une  droite  parallèle  h la 
direction  du  moment  linéaire  principal  delà  quantité 
«le  mouvement,  prenons  cette  droite  pour  axe  des  x, 
et  pour  axes  des  y et  des  z , deux  droites  quelcon- 
ques perpendiculaires  entre  elles,  et  passant  par  le 
centre  fixe  pris  pour  origine  des  coordonnées , dans 
un  plan  perpendiculaire  à l’axe  des  x ; traçons  ensuite 
les  trois  axes  principaux  du  système  invariable  et  re- 
latif au  centre  fixe  : en  nommant  x,y,z  les  coordon- 
nées d’un  point  dont  la  masse  est  m et  x,  ,y,  , celles 

relatives  aux  trois  axes  principaux  , on  aura 

(1)  D = = E=  îmx.z,  = o,  F = z m xy^  = o. 

Pour  avoir  les  équations  du  mouvement  nous  pro- 
jetterons successivement  sur  l’axe  invariable  des  x , 
1°  le  rayoïi  vecteur  qui  va  de  l’origine  au  point  dont 
la  masse  est  m ; 2°  la  vitesse  de  ce  point  ; 3°  le  mo- 
ment linéaire  de  cette  vitesse  : nous  chercherons  deux 
expressions  de  ces  projections,  et  nous  aurons  un 
nombre  suffisant  d’équations. 

Soit  r le  rayon  vecteur  correspondant  au  point 
dont  il  s’agit , il  sera  déterminé  par 

(2)  r’=x'4-y-t-=’=-r.’-l-r 

Jf' 

et  il  aura  pour  cosinus  de  son  angle  avec  l'axedes  x - ^ 

cherchons  uneaulre  expression  de  ce  cosinus. 

).,u,v  étant  les  angles  de  l’axe  instantané  de  rotation 
avec  les  axes  principaux  , et  r la  vitesse  angulaire  du 
système  autour  de  l’axe , r cos.  *,  r cos.  fi , r cos.  v se- 
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roui  les  projections  de  cette  vitesse  sur  les  nxes  prin-* 
cipaux  , désignées  par  Ainsi 

(3)  uz^  — wj:,,  — uy, 

représenteront  les  projections  du  moment  linéaire  de  la 
vitesse  angulaire  sur  les  axes  principaux,  et , en  vertu 
de  ce  qui  a été  démontré,  celles  de  la  vitesse  u sur 
les  mêmes  axes  : d’après  cela  les  projections  algébri- 
ques du  moment  linéaire  de  la  quantité 'du  mouve- 
ment seront 


—um  Cr.’-t-z,*)  -1-  vmxj',-i-wmz,x, , —um  etc. 

donc  les  projections  du  moment  linéaire  principal  de 
la  quantité  du  mouvement  sur  les  axes  seront,  en 
ayant  égard  à (1) 

— U ï m {jr’-j-  z^')  = — Au  sur  l’axe  des  x. 

— 1/  2 m ( ) = — B sur  Taxe  des 

— wlm  {x'  -j-y,')  =—  Cw'sur  l’axe  desz. 


Cela  posé , et  y représentant  le  moment  linéaire 
principal  de  la  quantité  de  mouvement,  on  aura  pour 
les  cosinus  des  angles  du  moment  linéaire  principal 
ou  de  l’axe  invariable  avec  les  axes  principaux 


(♦) 


Cw  X Y 

■ ; or 

X f r 


r 


sont  les  cosinus  des  angles  du  rayon  vecteur  avec  les 
axes  principaux , par  conséquent  le  cosinus  de  l’angle 
du  rayon  vecteur  avec  Taxe  invariable  des  x , sera 

Aux,-\-BYx,  + C‘Wi, 

ne 


Di. 
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et  comme  — est  une  première  expression  de  ce  cosi- 
nus , il  en  résulte,  en  égalant  ces  deux  expressions, 
que  lu  projection  du  rayon  vecteur  sur  l'axe  invaria- 
ble , est 

(5;  x = — -{  Aux, -(- -t-Cwa,  ). 


Cherchons  maintenant  la  projection  de  la  vitesse  w 
sur  l'axe  invariable.  > 

Or,  en  vertu  de  (3)  les  cosinus  des  angles  de  la  vi- 
tesse avec  les  axes  principaux  sont  : 


— vz,  UZ, VX,  — UJ^, 

» ' ‘ ' ' -,  , 

Iji  Ui  Ui 

et  les  expressions  (4)  sont  ceux  de  l’axe  invariable  avec 
les  axes  principaux.  11  résulte  de  là,  pour  le  cosinus 
de  la  vitesse  avec  l’axe  invariable  : 


— cos  i|  vsvx,-}-{  A — C)  — A)uvs,| 

1 elx  . , 

cosinus  qui  a aussi  pour  expression — — ; ainsi  la 

projection  de  la  vitesse  sur  l’axe  invariable  est 

(6)  ^=  — ^|(C— B)^Hvx,-t-{A— C)  w'u>',-f-(B — A)  uez.j  . 


Cherchons  enfin  la  projection  du  moment  linéaire 
principal  de  la  vitesse  sur  l’a.xe  invariable. 

Les  cosinus  des  angles  du  moment  linéaire  de  la 
vitesse  avec  les  axes  principaux,  sont 

u(.r’+z;)-i-vx,x,+wz,x,  V j)^,-f-ux,y-._ 

' t — I r-  ^ I 

Tct)  ru 


ru 


24 
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et  par  suite  le  cosinus  de  i’ungle  du  moment  linéaire 
de  la  vitesse  avec  l’ate  fixe,  a pour  expression 

j Au-  CK.-+=.-)  + B**-  (1.-+X.-)  + Cw- 

— — (C-I-A)wuz.jr,— | ; 

or 


rw 

aussi  upe  aulre  expression  du  même  cosinus , donc 

(7)  Y Z i j Au*  (r  .•+  z,‘)  + B»--{ 

4-Cw’  { — (B+C  ) A ) vuz,x, 

— (A-fB)u»'x,>',j  i 

les  trois  équations  (5) , (6),  (7],  vont  nous  suffire  pour 
déterminer  le  mouvement  du  système. 

En  effet , les  équations 

U SS  7 cos.i,t>  = 7 cos.  fi,w  =7  cos.  V, 

nous  serviront  ii  obtenir  7,l,jx,v<,  c’est-à-dire  la  vitesse 
angulaire  et  la  position  de  l’axe  instantané  de  rota- 
tion, lorsque  seront  eux-mémes  connus. 

Ces  trois  quantités  u,t>,w,  s’obtiendraient  en  re- 
marquant que  si  l'on  diflérentie  (5),  on  aura 'avec  (6) 
deux  valeurs  qui , égalées  entre  elles  , produiront 

A ^ x,-j-B  ^ ^,-f-C  ^ Z, = (C  — B)  vwx  -|-  ( A — C)  wujr, 
-J-  (B — A)  u(>,z, 

équation  qui , devant  avoir  lieu  quels  que  soient 
’ donnera  les  trois  suivantes  : 
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dv  ilw 

(C — Bji'WiB  — = (A — C)iv«,C  = (B — K)uv. 

ut  at 


Maintenant , pour  déterminer  les  trois  coordon- 
nées x,y  ,z,  on  aura  1“  l’équation  (5);  2®  l’équation 
x'-^-y’-\-z‘=r’  ; 3°  l’équation  (7),  que  l’on  peut  mettre 
sous  la  forme  suivante,  en  remarquantque  le  deuxième 
membre  sera  une  fonction  T du  temps  , 


ydz  — %dy 


d’où  l’on  déduira 


arc  tan".— — arc  taoj'. 


ainsi , le  mouvement  du  système  n’aura  plus  rien 
d’indéterminé  , puisqu’en  donnant  une  deuxième  va- 
leur à x,y,z^,  on  aura  la  position  d’un  deuxième  point. 
La  connaissance  de  deux  points  complétera  avec  le 
point  Gxe  la  détermination  du  système. 

Il  nous  reste  à examiner  comment  on  intégrera  les 
équations  (A) 

(1)  A^  = (C  — B)t"iv,  (2)  B^  = (A  — C)svu, 
d/w 

(3)C  — =(B  — A).^u. 

Il  est  très-facile  de  trouver  deux  intégrales  de  ces 
équations  lorsqu’il  n’y  a pas  de  forces  appliquées  au 
système. 

En  effet , multiplions  la  première  de  ces  équations 
par  U,  la  deuxième  par  t',  etla  troisième  paru',  puis, 
ajoutons  oes  équations  membre  à membre , alors  le 
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deuxième  membre  deviendra  nul , et  il  en  résultera  i 


Au  du  -f-  ^vdv  -f-  Qwdw  = o , 
équation  que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 

i£(Att'+Bi'’  + Cw*)  = o. 

d’où 

Au’  -|-  B»»’  -}■  C''*'  = const.; 

or,  le  premier  membre  est  le  carré  de  la  somme  des 
forces  vives  , représentée  par  •{/  ,■  cette  somme  est  con- 
stante lorsqu’il  n’y  a pas  de  forces  appliquées  au  sys- 
tème ; on  aura  donc 

(4)  Au*  -f  B»'*  -I-  Civ’  = 

équation  que  nous  avions  déjà  établie  ; voilà  une  pre- 
mière intégrale  des  équations  ci-dessus;  passons  à la 
deuxième  : pour  cela , multiplions  la  première  des 
équations  (A)  par  Au , la  deuxième  par  Bv,  la  troi- 
sième par  Cw,  alors  le  deuxième  membre  deviendra 

A(C  — B)-1-B(A  — C)-|-C(B—  A), 

quantité  nulle  , et  il  restera 

A’udu  B’vrfv  -|-  Cwdw  =0 
ou 

d { A’u’ -f- B* V* -f  C’ w’ ) = O , 
ou 

A’u’-(-B’v’  -j-C*  w’  = const.  ; 

or , le  premier  membre  est  le  carré  du  moment 
linéaire  principal  relatif  aux  quantités  de  mouvement. 
Nous  avons  représenté  ce  mouvement  par  ^ , il  est 
constant  lorsqu’il  n’y  a pas  de  forces  appliquées  au 
système  ; on  a donc  : 

(5)  A*u*-}-BV-f-C*iv’=rz*> 
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cqualion  déjà  établie,  voilà  une  deuxième  intégrale 
des  équations  proposées. 

Au  moyen  des  équations  (4)  et  (5) , on  déterminera 
en  fonction  de  u , en  substituant  ces  valeurs  dans 
(1) , on  tirera  une  équation  de  la  forme 


(6)  cft  = 


Adu 

(C  — B ) t'iv’ 


où  les  variables  sont  séparées. 

On  peut  opérer  d’une  autre  manière  pour  arriver  à 
cette  troisième  équation , en  introduisant  y h la  place 
de  d’après  la  remarque  que  l'on  a 

(7)  u’+i>'+^4^•  = y•. 


En  effet  les  équations  (1)  (2)  (3)  peuvent  s’écrire 
ainsi  : 


(B) 


l'W, 


dv  A — C dtv 


B — A 

“c* 


t'Il; 


multiplions  la  première  par  u , la  seconde  par  la 
troisième  parte,  et  ajoutons  les  produits,  il  viendra  ; 

udu  , vdv  wdw  /C — B , A — C , B — A\ 

-^+-*  + — = l— + -¥-+ — J 


or  la  diflérentiation  de  (7)  donne 
udu  I vdv  I wdw 

Il  ~~dT 

donc  on  aura  : 


fdy. 


1 

2 


d{y’)  /C-B  , A-C  , B-A\ 

~dr~\  A B c; 

BC’  + CA’  -f  AB*— B'C  — C'A  — A’B 
■ ABC 

(A  — B)  (B— C)(C  — A) 


WW 

WW 


ABC 


; 


« 

d'où  l’on  déduit  ; 
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(8)  dt 


ABC 

. . ■ I ■ ■ UiHV 

(A  — B){B  — C)(C  — A) 


il  reste  encore  à exprimer  le  dénominateur  en  fonc- 
tion de  7 , ce  à quoi  l’on  parviendra  facilement  en 
observant  que  les  trois  équations 

(9)  u’-f- w’=7%  Au'-|- Bv’ 

AV  + B' i-’-l-C’ w*  = X* 

ont  des  coefficients  en  progression  géométrique  ; nous 
avons  l’équation  : 

(j:  — B)(j:— C)=V  — (B-f  C)  x-)-BC; 

pour  x=A  , il  vient  : 

(A— B)(A— C)  = A*  — (B-l-C)  A-I-BC  ; 

pour  x=B  , ou  x=C  , les  deuxièmes  membres  devien- 
nent nuis , et  il  reste  ; 

(B-B)  (B— C)  =B'  — lB-f-C)B-fBC=:o, 
(C— B)  (C— C)  = C*-1-  (B-fC)  C-j-BC  = 0, 

ce  qui  mmitre  que  si  l’on  multiplie  la  deuxième  des 
équations  ci-dessus  par — (B-j-C),  la  première  par 
BC  , et  que  l’on  ajoute  ces  trois  équations  ainsi  mo- 
difiées , P’’  et  w’  se  trouveront  éliminés , et  nous 
aurons  : 


(10)  (A— B)  (A— C)  u’  —X’—(B  + C)'f>’+BCy‘. 
On  trouverait  de  même 


(11)  (B-A(B-C)P>  = x‘-(C-|-A)-!.’-fCA7% 

(12)  (C— A)(C  — B)w’=5P_(A-l-B)'}.’-f  ABy*: 

or,  en  multipliant  ensemble  les  trois  équations  (10) , 
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(il),  (12),  el  ajoutant , nous  obtiendrons  Je  carré  du 
dénominateur  cherclié  de  (8) , et  alors  il  viendra 

; ABCd(y) 

I (B+C)4’  j }(C+A)4’-;t’-ACv’  j j (A+B)4’-a;>- AB>*  } ] ’ 

équation  dans  laquelle  les  variables  sont  encore  sépa- 
rées, et  par  conséquent  intégrables. 

Dans  le  cas  particulier  où  deux  moments  d’inertie 
sont  égaux  , il  est  facile  d’opérer  l’intégration.  Sup- 
posons . par  exemple , B=C , alors  les  équations  (B) 
deviennent 

e/u  dt>  _ dtv 

— =0,  B^^=(A-B)«sv,  B^=(B-A)«(.; 

de  la  première  on  tire  u=u,  (u„  étant  une  quantité 
constante) , et  les  deux  autres  reviennent  à 


dv 

\ dw  / 

. A\ 

dt~ 

\B-‘ 

3T=( 

‘-B> 

équations  que  l’on  peut  intégrer  par  la  méthode  des 
coefficients  indéterminés  : en  ellet , multiplions  la 
deuxième  par  0 et  ajoutons,  il  vient  : 

Posons  maintenant 


ce  qui  donne 

9 = -i,  9 = ±l^~i, 

il  suffit  d cmplo3^er  une  seule  de  ces  valeurs  pour  ob 
tenir  et  w , puisque  celte  valeur  de  0 est  imaginaire. 
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D’après  cette  suppositiun,  l’cquatiQn  précéiieule  se 
change  en  la  suivante  : 


-(‘-g 


,(e-|-0sv) 
P -f-  Hw’ 


d’où  en  intégrant 


_A\ 

v,-\-6w„  \ B/ 

ou  bien  en  passant  aux  nombres 

(■-!)«“• 


P -|"  ®'**’  = *'o  “f" 


et  en  remplaçant  9 par  sa  valeur 
.V/=i=(p.+  sv.\/=:î)e^ 


P-f-wV 


=(p,-Hv.  i) |cos.  ^1— g^,/+sin.^t— V/— 1 

«'  = »', cos.^1— u„t—w,sin.^l  — , 

•VP  = p,sin  Uo/-j-  Wocos.^1 — 


Ainsi,  ti,p,w  sont  déterminés,  et  il  sera  facile  d’en  dé- 
duire les  valeurs  de  — , comme  nous  l’avonsdéjà 

dit  précédemment. 

La  recherclie  ou  la  détermination  de  se  sim- 

plifie lorsqu’il  s’agit  d’un  point  situé  sur  un  des  axes 
principaux.  Considérons,  par  exemple,  le  point 
dontles  coordonnées,  parrapportaux  axes  principaux, 
sont  x,=  l,y,=o,z,=o  : alors  les  trois  équations  qui 
déterminent  x^,z  deviennent 


Digitized  by  Googk’ 


( ^11  ) 


Au  AV 

(1)  -‘•= . (2)  y+z  = i 5-, 

y,  ■ 


(3) 


De  ces  deux  dernières,  nous  allons  tirer  les  valeurs 
Aey  et  z , les  équntions  (2)  et  (3)  reviennent  à 


— A*  U*  /ydz  zdy\ 

divisant  l’un  par  l’autre 

ydz — zdy  — Au’ 


y+^’ 


3 

X — n.  U 


dl. 


d’où  en  intégrant 

,,,  ■ » 2o  C'  Au* 

(5)  arctang. arctang.— = y \ — — r^.dt, 

y y„  JoZ— Au 

et  cette  équation,  jointe  h (1)  et  (4),  complétera  la 
détermination  dont  il  s'agit. 

L’équation  (5)  est  immédiatement  intégrable  lors- 
que car  alors 


Z s. 

arc  tang. arc  tang . — = 

y y 9 


X 

A 


ce  qui  montre  que  l’angle  que  fait  avec  l’axe  desj^'  la 
projection  du  rayon  vecteur  sur  le  plan  zy,  croît  propor- 
tionnellement au  temps.  Dans  ce  cas , l’axe  principal 
des  X,  s’approche  indéfiniment  de  Taxe  invariable. 

287.  Examinons  le  cas  particulier  où  le  .solide  est 
un  ellipsoïde  dont  l’équation  est 


T T 


t : 


le  moment  d'inertie  principal  est 
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{a’siii.’  l-j-6’  sin.’fi-|-c’  siii.’v) 


K=M 


et  les  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes  principaux 
de  l’ellipsoïde  qui  coïncident  avec  ses  axes  , sont  : 

« s ' s ’ 

en  remplaçant  dans  les  calculs  précédents  A,B,C  par 
ces  valeurs  on  aura  les  équations  du  mouvement  de 
l'ellipsoïde  autour  de  son  centre. 

Si , en  outre,  l'ellipsoïde  est  de  révolution,  les 
équations  ci-dessus  se  réduisent  à 

A = B = C=M^-±^  = 

S s 

alors  seront  donnés  par  les  équations 


et  cette  dernière  deviendra 


u»«  K — I 


1 )> 


'-j-wl/ — l=e'  “ >>  J (fo-f-Wol/ — l) 


d'où  l’on  tire 
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S ni. 

Propriétés  de  t'axe  instantané  de  rotation. 

288.  Revenons  à l’axe  instantané  de  rotation  dont 
nous  avons  reconnu  l’existence , et  examinons  dans 
truelles  circonstances  il  devient  6xe  dans  le  corps  ou 
mobile  en  mouvement. 

Pour  que  cette  fixité  ait  lieu,  il  faut  que  les 
angles  qu’il  fait  avec  les  axes  principaux  soient 
constants,  et  par  suite  toujours  égaux  à leurs  valeurs 
initiales  ; et  comme  d’ailleurs 

u=7Cos.X,  p = 7COs.fi,  w = 7cos.v,  «u  = 7„cos.)o, 

z=  •/„  cos.jio , Wo  = '/O  cos  .>0  ; 

cette  condition  revient  aux  égalités 

U V w 7 

Uo  O.  w,  7»  ’ 

desquelles  on  tire 

U*  _ _ sv’  _ 

Uo’  t'o"  Wo’  Atto’-|- B('o’ “t“  CWo 

et  par  suite 

U V _ 7 . I/An’  + Bi^'+Cw’ 

Uo“  V,  SV.  7,  \/AH,’+Bvo’-f-Csv.’ 

le  numérateur  de  cette  fraction  représente  la  force 
vive,  et  le  dénominateur  la  force  vive  initiale;  or, 
cette  force  vive  est  constante  ; par  conséquent 

— = 1 , 7 = 

7» 

d’où  il  résulte  que  , pour  que  l’axe  instantané  de 
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rotation  devienne  fixe  dans  le  corps,  il  faut  que  la 
vitesse  angulaire  soit  constante  ; et  dans  ce  cas  l'axe 
instantané  de  rotation  est  aussi  fixe  dans  Vespace  ; 
car  l'égalité  M=yr  exige  que  w soit  elle-même  consente. 

289.  Il  est  encore  facile  de  démontrer  que  lorsque 
l’axe  instantané  de  rotation  est  fixe  dans  le  corps  et 
par  suite  dans  l'espacé  , il  est  dirigé  suivant  l'un  des 
axes  principaux. 

En  effet  étant  des  quantités  constantes,  les 

équations  (i.)  deviennent 

(C — B)tHv  = 0,  (A  — C)-ivu  = 0,  (B  — A)ut>  = 0; 

ces  équations  peuvent  être  .satisfaites  de  plusieurs 
manières  : d’aLord  par  la  condition  C=B=A  , auquel 
cas  les  trois  moments  d’inertie  par  rapport  aux  axes 
principaux  étant  égaux,  une  ligne  quelconque  me- 
née par  l’origine  est  un  axe  principal  ; ainsi , l’axe 
instantané  est  lui-même  un  axe  principal  ; 2*  par  les 
conditions  B=C  et  u=o  ; or,  en  vertu  de  u=o , on  a 


ce  qui  montre  que  l'axe  instantané  est  situé  dans  le 
plan  desj's,  et,  de  plus,  en  vertu  de  B=C,  les 
deux  moments  d’inertie  par  rapport  aux  deux  axes 
principaux  situés  dans  ce  plan  étant  égaux , un  axe 
quelconque  tiré  dans  ce  plan  par  l’origine  est  un  axe 
principal;  donc,  encore  ici  l’axe  instantané  coïncide 
avec  un  axe  principal  ; 3°  parlesconditionsB=C,vv='o, 
1^=0  ; alors 

TT 

COS.pl=0,  CO5.V=0  ou  = 

l’axe  insUmtané  coïncide  avec  l’axe  principal  des  x.- 
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les  raisonnements  seraient  les  mêmes  en  admettant 
les  hypothèses 

(A  = C.  e = 0)  ou  (A  = C,  u=0,  w = 0) , 

(A  = B,  ■w=  0)  ou  (A  = B,  u = 0,  .<=0). 

enfin , ces  équations  (x)  peuvent  être  satisfaites  en 
posant 

uv  — O,  uw  — 0,  vw=0  -, 

mais  pour  que  ces  égalités  aient  lieu , il  est  néces- 
saire que  deux  des  trois  quantités  u,u,iv  soient  nulles, 
ou  que  deux  des  angles  X,u,v  soient  droits  ; ce  qui 
fait  coïncider  l’axe  instantané  avec  l’un  des  axes  prin- 
cipaux des  x,y,z.  La  proposition  énoncée  est  donc 
établie. 

290.  On  peut  déterminer  avec  la  même  facilité 
la  surface  décrite  en  général  et  pendant  le  mouve- 
ment par  l’axe  instantané  de  rotation. 

Reprenons  les  deux  équations 

Au>  -f.  Bk’ -t-Csv*  = +*,  A*m’ -f- BV’ -t-C’-w’  = x’  = 

en  remplaçant  UjV,w  par  leur  valeur,  ces  équations 
deviennent  : 

7’(Ac05.’  X -|-  Bcos.’ft  -f-  Ccos.’v)  = y, 

V*(A*cos.‘X  -f- B’cos.’ji -f-  C’cos.’v)  = z’, 
divisant  l’un  par  l’autre  il  vient  ; 

(A  cos.’X-)-B  cos.’u-f-C  cos  ’v)  x’  = (A’  cos.’X-|-B’  cos.’ji 
-(-C’cOs’v)|*, 

8oii 

A(x’— Ay)cos.*X-f-B(z’  -B!-’)cos.V-(-C  (y.’— Ci’)  cos.V=0: 
en  nommant  les  coordonnées  d’un  [>oint  quel-  , 
conque  de  l’axe  instantané  par  rapport  aux  axes  prin- 
cipaux, ces  coordonnées  seront  proportionnelles  aux 
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cosinus  cos.  X,  cos.  jj,  cos. , et  par  conséquent  l'équa- 
tion ci-dessus  pourra  être  changée  en  la  suivante  : 

A (y;  - .A^)  5'  -F  B (z“  - B-;’)  -f  C (z“  - C}’)  s’  = 0. 


Fig.  88. 


Cette  équation  convient  à tous  les  points  de  l’axe 
instantané;  or,  elle  représente  1a  surface  d’un  cône  du 
deuxième  degré  dont  la  base  a un  centre  ; donc , Coxe 
instantané  de  rotation  décrit  un  cône  à base  elliptique 
ou  hyperbolique. 

Lorsque  l’un  des  termes  de  cette  équation  de- 
vient nul;  par  exemple,  lorsque  , le  cône 

se  réduit  à un  pian.  On  prouverait  que  , dans  ce  cas  , 
Au 

pour  t=oc,  on  a ± — =1,  c’est-à-dire  que  l’axe  in- 


stantané s’approche  indéfiniment  de  l’axe  invariable 
des  X.  Lorsque  deux  des  coefficients  de  l’équation  pré- 
cédente deviennent  égaux , le  cône  devient  un  cône 
droit  à base  circulaire  ayant  pour  axe  l’un  des  trois 
axes  principaux  relatifs  à ce  point. 

291.  Nous  avons  fait  voir  que  lorsque  l’axe  instan- 
tané de  rotation  devient  fixe  dans  le  corps,  il  l’est 
aussi  dans  l’espace  ; nous  allons  établir  la  même  pro- 
position par  uneautre  voie  qui  nous  servira  à démon- 
trer la  réciproque. 

Nous  allons  démontrer  d’abord  que  lorsqu’un  sys- 
tème invariable  se  meut  dans  un  plan , le  centre 
instantané  de  rotation  ne  peut  être  6xe  dans  le  sys- 
tème , sans  l’être  aussi  dans  le  plan  et  réciproquement. 
En  eflet,  supposons  que  le  point  C est  le  centre  instan- 
tané de  rotation  , au  bout  du  temps  t , les  points  du 
système  qui , après  des  intervalles  t+’lCit etc., 

deviennent  centres  de  rotation  , forment  une  certaine 
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courbe  CA  dill'érente  de  l;i  courbe  CB  formée  par  les 
centres  mêmes  de  rotation.  Soit  c le  point  du  système 
qui,  après  l’intervalle  devient  centre  de  rotation 

en  passant  par  l’elTet  du  mouvement  du  système 
dans  la  position  c,  ; je  dis  d'abord  que  de,  est  un 
inBniment  petit  du  deuxième  ordre,  car  dans  le 
temps  At,  c' s’est  transporté  en  c , et  pendantee  temps  C 
est  le  centre  instantané  de  rotation  ; ainsi  la  vitesse 
de  d est  proportionnelle  à l’arc  Cc'=aj  qui  est  un  infi- 
niment petit  du  premier  ordre  : donc  l'arc  de,  est  égal 
à AtX<,  ( étant  la  vitesse  moyenne  de  d entre  d et  c,. 
c’est-à-dire  à un  infiniment  petit  du  deuxième  ordre. 

Or,  dans  un  triangle,  la  différence  de  deux  côtés  est 
plus  petite  que  le  troisième,  ainsi  Ce' et  Ce, diffèrent 
entre  eux  d’une  quantité  moindre  que  de,  qui  est  un 
infiniment  petit  du  deuxième  ordre  , c'est-à-dire  que 
ces  deux  longueurs  sont  sensiblement  égales  ; de 
même  au  bout  du  temps  t-t-2At,c"  passera  en  c„  et 
pendant  ce  deuxième  instant  At , e,  sera  centre  instan- 
tané de  rotation  ; en  sorte  qu’on  aura  c,c"=c,c,±  un 
infiniment  petit  de  deuxième  ordre,  de  manière  que, 
si  au  bout  du  temps  T,  A est  la  position  du  centre 
instantané  de  rotation  dans  le  corps  et  B sa  position 
sur  la  courbe  Cc^c^...  les  deux  arcs  CA  et  CB  se  com- 
poseront d’un  même  nombre  d’éléments  qui , deux  à 
deux , ne  différeront  que  d’un  infiniment  petit  de 
deuxième  ordre,  et  par  suite  ne  difiéreront  eux-mêmes 
que  d’un  infiniment  petit  de  premier  ordre  : donc , quel 
que  soit  le  temps,  on  aura  rigoureusement  CA=<1B. 

Il  résulte  de  là  que  dans  des  temps  égaux  , le  centre 
instantané  de  rotation  parcourt  des  espaces  égaux  sur 
les  deux  courbes  Cc'c'' — Cc,c, — ; ainsi,  en  représentant 
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, ■ fh  lis'  , , , 

»i:ir  i et  s les  esp;ices,  on  a ccst-a-dire  <iue 

' di  dt  * 

In  vitesse  du  centre  instantané  de  rotation  est  la  même 

dans  les  deux  cas. 

Par  conséquent,  si  le  centre  instantané  de  rotation 
est  fixe  dans  le  corps  , il  l’est  dans  le  plan  et  récipro- 
quement. 

Il  est  évident  que  les  deux  courbes  sont  tan- 
gentes en  C,  car  nous  avons  vu  que  , si  sur  deux 
coubes  GA, CB  qui  ont  un  point  commun  c,  on  prend 
des  longueurs  Ce',  Cc^  égales  à un  infiniment  petit  du 
premier  ordre  , et  si  la  corde  c'ci  qui  joint  leurs  extré- 
mités est  un  infiniment  petit  du  deuxième  ordre,  ces 
deux  courbes  sont  tangentes  au  point  C. 

Si  nous  passons  maintenant  à un  système  qui  se 
meut  dans  l’espace,  nous  verrons  que  les  positions 
successives  de  l’axe  instantané  de  rotation  formeront 
un  cône  dans  le  corps  et  un  autre  dans  l’espace  : ces 
deux  cônes  couperont  une  môme  sphère  suivant  deux 
courbes,  et  le  mouvement  de  l’extrémité  de  Taxe 
instantané  de  rotatiou  sur  ces  deux  courbes  détermi- 
nera son  mouvement  dans  le  corjis  et  dans  l’espace  ; 
or,  on  démontrera,  comme  précédemment,  que  le 
mouvement  sur  ces  deux  courbes  est  le  même  ; d’où  il 
résulte  que  l’axe  instantané  de  rotation  se  meut  de  la 
môme  manière  dans  le  corps  et  dans  l’espace. 

Donc,  lorsque  l’axe  instantané  de  rotation  est  fixe 
dans  le  corps , il  l’est  aussi  dans  l'espace  et  récipro- 
quement : donc  aussi . pour  que  cet  axe  soit  fixe  dans 
l’espace,  il  faut  que  la  vitesse  angulaire  soit  con- 
stante , et  dans  ce  cas  , comme  on  le  sait , il  est  néces- 
sairement dirigésuivaiit  un  des  axes  principaux 
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CHAPITRE  VIII. 

PROPRIÉTÉS  GÉRÉRALES  DD  MOUVEMENT  d'ur  SYSTÈME 
DE  CORPS. 


SI" 


Principe  du  centre  de  gravité. 


. 292.  Lorsqu’il  s’agit  d’un  système  invariable , on 
peut  toujours , en  conservant  les  notations  adoptées , 
mettre  les  équations  du  mouvement  d’un  tel  système 
sous  la  forme 

(I)  iro^=ïY,  im^=zZ, 

et 


(y—~ 

2 — T / vZ— ~zY  1 vfn/ 

f d?x 

y dt 

* 1 — 2^1 

dl'  ) 

= I(2X— xZ),  j'^^  = ï(xY— yX)i 


or,  si  nous  nommons  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  du  système , alors 

(3)  ïf»ix=MÇ,  imy' =M>i,  zmz  = Mi;, 


M étant  la  masse  totale , on  tire  de  là  en  dilléren' 
tiant 


(Px  d’î  d’n  d’à  «Tt 

25 
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d'où  on  conclut 


=îX,  M-p:  = iY,  M^Ï  = ïZ: 

’ /V/*  ’ tit 


dt' 


dC 


ces  trois  dernières  équations  sont  celles  du  mouve- 
ment d’un  point  libre  dont  la  masse  serait  M,  et  qui 
serait  sollicité  par  la  force  principale  de  toutes  les 
forces  du  système.  On  conclut  de  là  qu’un  système 
inuariable  se  meut  toujours  de  telle  manière,  que  le 
mouvement  du  centre  de  gravité  est  le  même  qui 
aurait  lieu,  si  toutes  les  masses  étaient  réunies  dans  ce 
point  et  si  toutes  les  forces  extérieures  y étaient  ap- 
pliquées chacune  suivant  sa  direction. 

293.  Si  la  force  principale  est  nulle , alors 


d'% 


d'n 


d'^ 


2^  = 0.  ^.=0,  ^=0. 


et  par  suite 


dl  r. 

— =const.  =±  C, 
dl 


^_c,  _=C', 


donc , dans  le  cas  d’un  système  entièrement  libre , qui 
ne  serait  soumis  à C action  d’ aucune  force  extérieure 
et  dont  le  mouvement  serait  uniquement  dû  à des  vi- 
tesses initiales  imprimées  aux  points  matériels , le 
centre  de  gravité  décrit  une  ligne  droite  it un  mouve- 
ment uniforme. 

Considérons  maintenant  les  équations  relatives  aux 
mouvements  linéaires.  Or, 


dt 


et  de  même  pour  les  deux  autres  quantités  analogues  : 
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d'après  cette  observation  , les  équations  (2)  devien- 
dront , en  remarquant  encore  que  ^d=di. 


(4)  di 


di 


( dl  dy\ 

Vd-^dr) 


dl 


dt 
/ dx 

-4)  ^ 

dt 

/ dy 

dx\ 

m 1 x-î y—  1 

\ dt  ^ dt  / 

dt 


I (xY  — j'X). 


Voilà  trois  nouvelles  équations  qu’il  faut  joindre 
aux  trois  équations  du  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité pour  avoir  le  mouvement  du  système.  Remar- 
quons que  les  sommes  ! qui  entrent  dans  les  trois 
membres  représentent  les  projections  algébriques  du 
mouvement  linéaire  principal  des  quantités  du  mou- 
vement du  système. 

29ii.  Lorsque  les  deuxièmes  membres  sont  nuis,  les 
dérivées  de  ces  projections  sont  nulles , et , par  consé- 
quent , les  projections  elles-mêmes  sont  constantes , 
et  le  mouvement  linéaire  principal  est  lui-méme  con- 
stant de  grandeur  et  de  direction. 

On  voit  que  le  mouvement  du  centre  de  gravité  sera 
rectiligne  et  uniforme  et  que  le  mouvement  linéaire 
principal  des  quantités  de  mouvement  aura  constam- 
ment la  même  valeur  et  la  même  direction , si  les 
forces  appliquées  aux  divers  points  du  système  sont 
telles  que  l'on  ait 

(5)  iX=0,  îY  = 0,  ïZ  = 0, 

i{yZ — zY)  = 0,  x{zX—xZ)—Q,  i{xY — yX)  = 0, 

c’est-à-dire  se  font  constamment  équilibre. 
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295.  Tout  ce  qui  précède  se  rapporte  à un  système 
invariable,  mais  il  est  facile  de  démontrer  que  les 
mêmes  propriétés  subsistent,  ce  qui  revient  à faire 
voir  que  les  équations  (1)  et  (2)  ont  encore  lieu , lors- 
que le  système  est  variable  et  que  tous  les  points  sont 
libres  dans  l’espace  ; seulement  alors , outre  ces  équa- 
tions , il  y en  a d’autres.  En  eflet , nous  pouvons  éta- 
blir les  six  équations  dont  il  s’agit  au  moyen  du  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles , en  faisant  prendre  au  sys- 
tème six  mouvements  virtuels , trois  autour  des  axes 
et  trois  parallèles  aux  axes  ( ces  mouvements  sont  com- 
patibles avec  les  liaisons  ) ; or,  si  le  système  est  entiè- 
rement bbre , on  pourra  encore  lui  donner  ces  six  mou- 
vements virtuels,  et  par  conséquent  établir  les  six 
équations  ci-dessus  : on  peut  d’ailleurs  les  établir  di- 
rectement dans  le  cas  où  le  système  est  libre  ; en  effet, 
le  mouvement  d’un  point  quelconque  sera  donné  par 
les  équations 


-X  —V  — X' 

— — Y,  — Z,  m — X,  etc., 


dt' 


dt' 


dt 


ajoutant  les  équations  membre  à membre  , on  aura  les 
trois  équations 


im-rr  = îX  , Im  ^ = ïY  , im  = iZ  ; 


dt 


dt 


ensuite , par  une  simple  multiplication , on  tire  des 
équations  précédentes 

et  ajoutant  ces  dernières  on  retombe  sous  les  équations 
eberebées 
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Remarquons  que  ces  équations  peuvent  encore  s’é- 
crire ainsi  : 

dx 


dun 


dt 


, ày  J 

, dvn  -J-  dlm  — 

aX,  ^ — XY,  - — ïX , 


/ dz  rfr  \ 

^ Vdi-^dF) 

dim— 

dt 


dt 


=x{^Z— zY), 


dlm 


( dx  d£\ 

V ^ di) 


dt 


=x(zX — xZ) , 


y^ôTe-^-^ 


dim 


<ix\ 


J 


dt 


=i(j:Y— ^X), 


équations  qui  deviennent , en  supposant  les  condi 
tions  (S)  remplies, 


dx  dy  , dz 

^5T=^*  ^-dt^' 


296.  Les  propositions  qui  viennent  d'étre  énoncées 
établissent  le  principe  de  la  conservation  du  mouve- 
ment du  centre  de  gravité.  Ce  principe  convient  à 
tout  système  libre,  qui  n’est  soumis  à l’action  d’au- 
cune force  extérieure , et  dans  lequel  les  conditions  de 
la  liaison  des  points  matériels  ne  dépendent  pas  du 
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temps.  Les  propositions  dont  il  s’agit  sont  d’ailleurs 
absolument  indépendantes  des  actions  intérieures  qui 
peuvent  exister  entre  les  points  matériels , et  elles 
s’appliquent  également  lorsque  ces  points  sont  réunis 
par  des  verges  et  des  fils  inextensibles  , par  des  liens 
élastiques , ou  lorsqu’il  existe  seulement  entre  eux  des 
forces  attractives  ou  répulsives,  ou  enfin  quand  ils 
sont  absolument  sans  action  les  uns  sur  les  autres. 
Par  conséquent , ces  propositions  conviennent  même 
aux  cas  où  il  survient  entre  les  parties  du  système  des 
chocs  par  l’efiet  desquels  les  vitesses  des  points  maté- 
riels sont  regardées  comme  subissant  instantanément 
des  changements  finis , parce  que  ces  changements 
sont  causés  par  des  actions  intérieures  exercées  entre 
les  parties  du  système. 

SU. 

Principe  des  aires. 

297.  Les  trois  dernières  équations  du  paragraphe 
précédent  vont  nous  servir  à établir  ce  principe.  Il  est 
bien  évident  que  quel  que  soit  le  système  libre  qui  se 
meut  dans  l’espace,  on  ne  violera  jamais  les  conditions 
de  la  liaison  de  ses  parties  en  admettant  qu’il  tourne  , 
sans  changer  de  figure  , autour  d’un  point  fixe  quel- 
conque que  nous  prendrons  ici  pour  origine  des  coor- 
données. 

Considérons  un  point  du  système  se  projetant  en 
B sur  le  plan  xy  , nous  aurons 

x=rcoi.p,  y=zrsin.p, 

d’où 


t 
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et  par  suite 

dx-\-dy\/ — l=e^  ^ (dr-\-rdp\/ — l)  : 
or, 

x—yy'—i=ef’^~'r; 

multipliant  ces  deux  équations  et  égalant  les  coeffi- 
cients de  \/  — 1 , il  vient 

xdy—ydx  _ r'dp 

dï~~  dt  ' 

d’où  encore 


/ dr  dx\  ddp 


Mous  savons  que  r*dp  est  le  double  de  la  différentielle 
de  la  surface  décrite  par  la  projection  du  rayon  vec- 
teur sur  le  plan  , et  en  représentant  cette  surface 
par  A , on  aura 


ees  deux  sigues  se  rapportant , le  premier  au  mouve- 
ment direct  et  le  second  au  mouvement  rétrograde  : 
on  arriverait  à un  résultat  semblable  pour  chacun  des 
deux  autres  plans  coordonnés  : ainsi,  en  vertu  des 
équations  du  paragraphe  précédent  déjà  mentionnées, 
nous  pouvons  poser  les  trois  suivantes 

I(±mA)=  jt,  z(±mB)=|-/,  ï(±/nC)=|f, 


(Il  n’y  a pas  de  constantes  puisque  pour  t=o  la  surface 
décrite  est  nulle  ) : on  conclut  de  là  que  la  somme 
des  produits  des  aires  décrites  par  les  projections 
des  rayons  vecteurs  sur  les  plans  coordonnés  par 
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la  masse  correspondante  du  point  qu'on  considère, 
est  proportionnelle  au  temps  ou  constante  dans  un 
temps  donné.  C’est  là  ce  que  l’on  nomme  principe  des 
aires. 

Ainsi , dans  le  cas  d’un  système  libre , le  mouve- 
ment s’opère  toujours  de  telle  manière,  que  la  somme 
des  aires  décrites , dans  un  temps  donné , sur  un  plan 
quelconque , par  les  projections  des  rayons  vecteurs 
émanant  d’un  centre  fixe  pris  arbitrairement,  est  con- 
stante. Il  existe  pour  chaque  centre  fixe , un  pian  à 
l’égard  duquel  la  valeur  de  cette  somme  est  plus 
grande  que  pour  tout  autre  plan  mené  par  le  même 
point.  Ce  plan  du  maximum  des  aires , qui  conserve 
une  direction  déterminée  qui  ne  varie  pas  avec  le 
temps,  est  parallèle  au  plan  invariable , ainsi  désigné 
par  Laplace , c’est-à-dire  perpendiculaire  à taxe  in- 
variable : on  nomme  axe  invariable  une  droite  menée 
par  l’origine  parallèle  au  mouvement  linéaire  princi- 
pal des  quantités  de  mouvement  ; en  efiet 

^<kr-ydx 


est  la  projection  de  ce  mouvement  linéaire  sur  l’axe 
des  Z : cette  projection  sera  un  maximum  lorsque  cet 
axe  sera  parallèle  à l’axe  invariable  ou  bien  lorsque  le 
plan  xy  sera  parallèle  au  plan  invariable;  mais  le 
maximum  de  la  quantité 


ïm 


emporte  celui  de 


xdy—ydx 
dt 


im 


"'dy 
dt  ’ 


et  par  suite  celui  de  la  surface  décrite. 


( 3g3  ) 

La  considération  du  plan  invariable  est  très-impor- 
tante dans  les  études  relatives  au  système  du  monde 
et  facilite  les  recherches  analytiques. 

S III. 

Principe  des  forces  vives. 

298.  Nous  allons  d’abord  établir  l’équation  dÜTéren- 
tielle  des  forces  vives  pour  le  cas  général  où  le  sys- 
tème n’est  pas  invariable  mais  assujetti  à des  liaisons 
indépendantes  du  temps. 

Soit  AA'.. . un  système  de  points  matériels , dont  les 
masses  #nt  auxquels  sont  appliquées  des 

forces  PPP"...  et  dont  les  vitesses  sont  Nous  y 

parviendrons  au  moyen  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles : les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps , le 
mouvement  effectif  est  un  mouvement  virtuel  ; par 
conséquent  la  somme  des  mouvements  virtuels  du 
système  P, P'...  est  égale  à la  somme  des  mouvements 
virtuels  du  système  QQ'Q"...  capable  de  produire  le 
mouvement  observé , on  a donc 

(1)  Pwcos.  (P  * m)-|-P»>'co8.(P  * *>')  -J-  etc. . . . 

=QMCOs.(Q*6>)-t-Q'»i'cos.(Q'*»i')  -H etc. 

De  cette  équation  nous  allons  déduire  celle  que 
nous  cherchons.  Les  cosinus  des  angles  de  la  vitesse 
avec  les  axes  sont 

dx  dy  dz 
udt  ndt  ttdt  ' 

les  cosinus  de  la  force  p avec  les  axes 

X YZ 
P PP’ 


Dic'’' 
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ainsi , 


et 


cos.(P*m)=' 


lidx-\-\dy-\-Zdz 


V^dt 


\dx -{-Xdy-X-Zdz 

Pucos.  P*W  = T.  . 

dt 

Les  projection^  de  la  force  Q sur  les  axes  sont 

et’x  tfy  dCz 

"*-rT  "*“î-  "*-r.  I 
dt  dp  dt' 

et  par  suite 

_ dx<Px-\-dyd^y-\-dzcCz 

cos.(Q  »)=m , 

ou  bien 


„ \ dxii‘x-\-dyd^y-\-dz^z  ud*> 

Qwcos.(Q*w)=m —y  —m——  ; 

dO  dt 


on  trouverait  la  même  chose  en  décomposant  Q sui- 
vant la  tangente  et  la  normale  : substituant  dans  (1), 
il  vient 


udw  ijdlà 


Xdx+Ydy+Zdz 

dt 


+ etc., 


ou 

m^tU^m'JdJ  + = Xdx+Ydy+Zdz+X!dx>  + , 

ou  bien 

ïm ud’ù  — ï^Xdx-^-Ydy-^-Zdz) , 

c’est  là  l’éqtiatien  différentielle  des  forces  vives  que 
nous  avions  déjà  trouvée  dans  le  cas  d’un  système 
tournant  autour  d’un  axe  fixe. 

Si  le  deuxième  nombre  est  une  différentielle  exacte 


dfixyz,  x'y't!—), 

alors  cette  équation  pourra  s’intégrer,  et  on  aura 
î mw’ — lmot,’=  2 {/{xyz,  éÿi — ) -^f(x<y^ , x'^^z'i,  [ 
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que  l’on  peut  aussi  écrire  ainsi 

m»’+m'w"+. . . — />»wo’+m'u„'‘+. . ■•2{f{xyz  x' . . .) — 

/(•r^A  •*',•••)}• 

299.  Il  existe  un  cas  fort  étendu  dans  lequel  cette 
formule  est  une  diOérentielle  exacte,  c’est  celui  où 
toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le  mobile  sont  diri- 
gées vers  des  centres  fixes  et  où  l’intensité  de  chacune 
d’elles  est  une  fonction  de  la  distance  du  mobile  à son 
centre  d’action. 

Désignons  par  R la  force  qui  émane  d’un  centre  fixe 
et  agit  sur  le  point  A , appelons  r la  distance  de  ce 
point  à ce  centre,  on  aura 

Xdx+Ydy-i-Zdz  — '^Rdr,  ± 

selon  que  la  force  est  répulsive  ou  attractive. 

Si  au  lieu  d’une  force  R il  y en  avait  plusieurs 
R,  R,  émanant  de  plusieurs  centres  fixes,  le  trinôme 
\dx-{-Y dy-\-7xlt  serait  remplacé  par  la  somme  de 
plusieurs  trinômes 

qui  reviendraient  à 

± R,iir,±  R,dr,±  etc.  ; 
semblablement , le  trinôme 

X'dLr'+Y'<i/+Z'<fo' , 

relatif  à l’action  des  centres  fixes  sur  un  autre  point  A', 
sera  égal  ù 

±R'd/^±R'.dr'.+  ..  r 

on  aura  donc 

muidu-^-idJd'J-^-. . . = ±R,«ir,  ±R,<Ir,±  . . . 
±R',rfr',±R',dr',+  , etc.. 
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cette  équation  sera  ordinairement  intégrable  parce 
que  les  forces  R, R,...  sont  fonctions  des  distances  r,,r, 
correspondantes.  Cette  équation  étant  intégrée  donne 

= ±2^*  R,dr,i...  ±2  R',dr',±,  etc., 

Le  signe  définitif  de  chaque  intégrale  est  -{-  ou  — , 
selon  que  la  distance  du  point  au  centre  fixe  corres- 
pondant a éprouvé  une  variation  dans  le  même  sens 
ou  en  sens  contraire  de  celles  qu'aurait  produites  le 
centre  fixe  s’il  eût  agi  uniquement.  C’est  là  le  principe 
des  forces  vives. 

300.  Au  lieu  de  compter  les  distances  r au  centre 
fixe , on  peut  compter  les  distances  s des  points  à la 
surface  d’une  sphère  dont  le  centre  est  au  centre  fixe , 
et  dont  le  rayon  = p , de  sorte  que  l’on  aura 
r=p+s  d’où  dr^ds, 

R deviendra  fonction  de  s,  et  nous  pourrons  la  dési- 
gner par  S , alors  l'équation  différentielle  des  forces 
vives  devient 

j d — ) I = iSjdi,  ± -t-  — ... 

±S!ds:±ÿ,ds';±..., 

elle  existera  quel  que  soit  p,  elle  existera  donc  lorsque 
P deviendra  infini  ; dans  ce  cas , la  sphère  se  réduira 
a un  plan , et  les  forces  au  lieu  d’émaner  de  centres 
fixes  émaneront  de  pians  fixes  , perpendiculairement 
à ces  plans.  C’est  ce  que  l'on  peut  d’ailleurs  voir  di- 
rectement comme  nous  l’avons  montré  dans  une  des 
leçons  précédentes. 
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301.  L’équation 

lmud»>  = ±'Rdr±R'dr'dt,  etc., 

qui  constitue  le  principe  des  forces  vives  dans  le  cas 
où  les  forces  émanent  de  centres  fixes  ou  de  plans 
fixes , reste  encore  la  même  lorsque  les  points  sont 
soumis  à des  attractions  ou  répulsions  mutuelles.  En 
eii'et , reprenons  l’équation  primitive 

m^^m'>/d>^.=Xdx+Ydjr+Z.d2^X'djc'+Ydy+Z'djf+, 

et  considérons  deux  points  A, A'  soumis  à des  attrac- 
tions ou  répulsions  mutuelles  : représentons  par  R la 
force  avec  laquelle  A attire  A'  ; la  réaction  sera  égale 
et  contraire  à cette  action  : dans  le  cas  de  deux  points, 
le  deuxième  membre  de  l’équation  ci-dessus  est 

xdx+Yrf^-f-zdz-j-X'dy-t-Ywy-f-z'dï'. 

Voyons  ce  qu’il  devient  dans  les  circonstances  pré- 
sentes : soient  ayz,  x'j'z  les  coordonnées  des  points 
AA'  on  aura , si  la  force  est  répulsive , pour  l’action 
de  A'  sur  A , 

X x—xf  Y y— y Z Z— z' 

R=— 'Tr=^-  ir  = — ■ 

pour  celle  qui  agit  de  A en  A' 

X'  X— j:  Y'  y -y  Z'  z'— z 

R“r’R“'r’R”r’ 

donc, 

Xdx-fYdj'+Zdz-fX'dy-f- 

_ R { (X— x')d{x— x')+Cy— y )+(*— *')  j 


or,  on  a 

r’  = (x-x')’4-(y'-y)’+(z-z')’, 


Fig.  90 
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d’où  l’on  tire 

rdr=z(x—3^)d{x—x')-^  [y—y')d(y—y)-\-{t—z')d{7^T:), 

et  par  suite 

\dx-\-Ydy-\-Zdz-Jr. . . = Rrfr  ; 
si  la  force  était  attractive , on  aurait 

Xdx-j-Y  dy-i-Zdz-j- . . . = — Rdr 

ainsi  de  suite,  s’il  y avait  plusieurs  points,  en  sorte 
qu’en  intégrant  on  aura  généralement 

=±2f  R,rfr,±2f  ' R.<fr.,  etc  ; 

J r,o  J r'o 

ce  qui  montre  que  la  variation  de  la  somme  des  forces 
vives  ne  dépend  que  des  valeurs  initiales  et  finales  des 
distances  respectives  des  points. 

302.  Examinons  maintenant  dans  quel  cas  il  y a 
perte  ou  gain  des  forces  vives. 

Considérons  d’abord  un  point  attiré  ou  repoussé 
par  un  centre  fixe,  et  partant  de  l’état  de  repos  : on 
aura  l’équation 


(o  représentant  la  distance  au  commencement  du 
mouvement  b la  distance  après  un  temps  f ). 
Supposons  1°  la  force  répulsive,  alors 


le  1"  membre  est  essentiellement  positif,  le  2' doit 
donc  l’être  aussi  ; il  fnudr.a  donc  que  a<C.b,  donc  le 
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point  se  sera  éloigné  du  centre  fixe,  ce  qui  devait  être. 
2°  Si  la  force  est  attractive  on  aura 


Rdr, 


ainsi  dans  ce  cas  b<,a,  donc  le  point  mobile  s'appro- 
chera du  point  fixe , comme  cela  était  évident. 

Voyons  maintenant  ce  qui  a lieu  lorsque  le  mobile 
est  doué  d’ime  vitesse  initiale.  Pour  une  force  répul- 
sive 


si  le  2*  membre  de  cette  équation  est  positif,  alors 
a<J>,  et  il  y aura  augmentation  de  forces  vives  ; si  au 
contraire  le  2*  membre  est  négatif,  a^b,  et  il  y aura 
diminution  de  forces  vives. 

Si  la  force  est  attractive  on  aura 

rb  ra 

mtt' — TO*>,’= — 2I  Rdr=2|  Riir, 

si  le  2*  membre  est  positif , a'^b,  et  il  y a augmentation 
de  forces  vives  ; au  contraire  il  y a diminution  si  b'^a. 

Donc  en  résumant  il  y aura  augmentation  ou  dimi- 
nution de  forces  vives , selon  que  l’augmentation  ou  la 
diminution  de  la  distance  des  points  sera  du  genre  de 
relies  que  les  forces  tendent  à produire. 

Pour  un  système  quelconque  de  points  il  faudra 
examiner  en  particulier  si  chaque  intégrale  est  positive 
ou  négative,  et  alors  on  reconnaîtra  s’il  y a augmenta- 
tion ou  diminution  de  forces  vives. 

La  valeur  absolue  de  la  variation  de  la  somme  des 
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rb 

forces  vives,  est  représentée  par  l’intégrale  3 I Kdr, 

J a 

abstraction  faite  du  signe  , c’est  précisément  la  force 
vive  acquise  par  les  deux  points  partant  du  repos  sou- 
mis à leur  action  mutuelle  et  passant  de  la  plus  petite 
distance  à la  plus  grande  ou  inversement , suivant  que 
la  force  est  répulsive  ou  attractive. 

Si  l’on  considérait  deux  points  soumis  à une  attrac- 
tion ou  répulsion  mutuelle,  on  aurait,  quand  ces 
points  partent  de  l’état  de  repos , pour  la  somme  des 
forces  vives  acquises 


iV>=3F:8j' 


Rdr, 


les  deux  points  se  rapprochent  ou  s’éloignent  suivant 
que  la  force  est  attractive  ou  répulsive , c’est-à-dire 
suivant  que  6<;a  ou  a<Jf. 

S’il  y avait  des  vitesses  initiales , alors  on  aurait 
pour  la  variation  de  la  somme  des  forces  vives 

— (ai6>,’-^OTVo*)=^2  J"  1 


R«ir; 


on  verra  de  même  qu’il  y aura  augmentation  ou  di- 
minution selon  que  la  variation  de  la  distance  des 
deux  points  sera  du  genre  de  celle  que  la  force  mu- 
tuelle tend  à produire  en  sens  opposé. 

303.  Appliquons  ce  qui  précède  an  mouvement 
d’un  corps  pesant;  ce  corps  pourra  être  considéré 
comme  formé  d’une  infinité  de  masses  m,m',  etc., 
attirées  par  un  centre  fixe  ; pour  la  masse  m,  on  aura 


— mw,’  = — sJ* 


Rrfr, 


Di.'  dby 
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ou  bien  en  comptant  les  distances  suivant  l’axe  des  x 
de  haut  en  bas  , on  aura 

rfr= — dx, 

donc 


or  ici  R=ÿm , donc 

dx=ügm{x — a:,), 

X, 

la  variation  de  la  somme  totale  des  forces  vives  sera 
donc 

tntu—lmu  = 2g{imx — lmx„y=  2gM  il—  Ç.), 

équation  semblable  à celle  que  nous  avons  établie 
précédemment  pour  le  mouvement  du  pendule. 

30b.  Appliquons  enfin  la  formule  du  principe  des 
forces  vives 

lmadt>t  = \dx-\-Ydy-\-Zidz  etc. 

au  mouvement  d’une  poulie,  en  ayant  égard  à sa 
masse. 

L’équation  ci-dessus  devient , dans  le  cas  où  les 
forces  qui  sollicitent  le  corps  sont  les  forces  de  la 
pesanteur, 

imttdv  = mgdx-\-m'gdx’-\-etc. . . 
ou 

(1)  iW— 5„); 

voyons  ce  que  devient  relie  dernière  équation  dans 
le  cas  dont  il  s’agit. 

Soient  m,/n’ les  masses  suspendues  aux  extrémités 


« 
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(le  la  (»rde  qui  s'enroule  sur  la  poulie  , soient  »,  «les 
F'g-  9>-  vitesses  de  ces  masses,  k le  moment  d’inertie  de  la 
poulie,  r son  rayon  , alors,  en  supposant  que  la  vitesse 
initiale  est  nulle  , le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion deviendra  en  nommant  y la  vitesse  angulaire  de 
la  poulie  , et  en  remarquant  que 


ce  premier  membre  deviendra 

/w*»*  m w'*  “l”  ky  -|-  m!  -| j-  ) 


cberchons  maintenant  le  deuxième  membre , soient 
X,  x',  Z les  coordonnées  des  centres  de  gravité  des 
deux  masses  et  de  la  poulie  , car  nous  supposons  la 
poulie  hétérogène  (l’origine  étant  au  centre  de  la 
poulie  ) , alors  nous  aurons 


mx-\-  m'x'  -f-  Mî 
m -j-  m'-f-  M 


( M masse  de  la  poulie  ), 


d’où 


( m m'  -)-  M ) ï = mx  -j-  m'x'  -f-  Mï , 


et  l’équation  (1)  devient 

(2)  = a:'.) 

Si  nous  nommons  s l’arc  de  la  poulie  parcouru,  celte 
équation  revient  à 

(m— m')  (S— £.). 

Soit  C l’arc  parcouru  pendant  le  mouvement  par  un 
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point  de  la  circonférence  de  la  poulie  k partir  de^ 
verticale  qui  passe  par  le  centre  de  la  poulie,  on  aura 
— 6 ) ; de  plus , si  p désigne  la  distance  du 
centre  de  gravité  de  la  poulie  au  centre  de  figure  , on 
aura 

3;  = P cos. 9,  E,  = pcos.9o 
et  l'équation  ci-dessus  devient 

( )m'=  J (m — m')r(9o— 9)-}-Mp(cos.9— cos.9o)  j 'îg  ; 


or  nous  avons 


ds  di 

''Z^~''dt’ 


donc 


^m-|-TO'-|-py’  ^ ( (w— wi')r(0o— 6)-l-Mp(S— CO8.0.)  ] 2g, 

telle  est  l’équation  du  mouvement.  Si  nous  posons 


{m — m')r 

, , , K 


= a ig 


Mp 


=b. 


il  reste 


dt  = 


— rdA 


fl(9, — 5)  -}-  6(cos.9 — cos.On) 
Si  la  poulie  était  homogène , alors 

et  l’équation  (2)  se  réduit  à 

—2g[m—rd)s.-, 
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mais,  dans  ce  cas,  lemomentd’inerticilela  poulie  étant 
relui  d'un  cylindre , on  a 


K=iMr-, 


alors 


donc 


et  en  posant 

il  vient 

d’où 

donc 


„ m — ni 

M*’ 


m — ni 

^ M ? 


"‘+'"'+7 


^'  = Stg's, 

</w 


donc  encore  ici  le  mouvement  de  la  poulie  est  unifor- 
mément accéléré  ; seulement , dans  ce  cas  , g'  est  plus 
petit  que  lorsqu’on  ne  tient  pas  compte  de  sa  masse, 
ce  qu’on  pouvait  prévoir. 

S IV* 


Principe  de  la  moindre  action. 

305  Considérons  la  quantité  im j’ds.a  qui  se  forme 
en  prenant  le  produit  de  la  masse  de  chaque  point 
matériel  par  l'intégrale  Jds.  w.  Nous  représentons 
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par  ds  l’élémenl  de  la  trajectoire  décrite  par  le  point 
dont  la  masse  est  m dans  le  temps  dt,  et  par  » la  vitesse 
de  ce  même  point  à la  Cn  du  temps  t.  L’intégrale  J ds.» 
est  prise  entre  deux  points  donnés  de  la  trajectoire  , 
qui  ont  des  positions  fixes  dans  l’espaêe,  et  par 
lesquels  on  admet  que  le  point  matériel  dont 
la  masse  estm,  est  assujetti  à passer  entre  deux  points 
fixes  ; la  trajectoire  décrite  par  ce  ]>oint  ii’est  pas  dé- 
terminée d’avance  -,  la  nature  de  cette  ligne  dépendra 
des  conditions  du  système  et  des  forces  qui  lui  sont 
appliquées.  Cela  posé , le  principe  nommé  de  la  moin- 
dre action  consiste  en  ce  que,  quel  que  soit  le  système 
et  les  forces,  les  trajectoires  décrites  parles  divers 
points  matériels,  entre  les  limites  fixes  données,  se- 
ront toujours  telles  que  la  quantité  w sera  un 

maximum  ou  un  minimum  ( c’est-à-dire  plus  grande 
ou  plus  petite  que  toute  autre  trajectoire  possible),  les 
intégrales  étant  prises  entre  ces  mêmes  limites. 

Cette  proposition  ne  convient  qu’aux  cas  où  les  con- 
ditions du  système  sont  indépendantes  du  temps,  et 
où  la  fonction 

i(XdLr-f-Y  dx-\-2édz) 

est  unedifiérentielle  exacte  d\\  d’une  certaine  fonction 
n des  variables  x,y,z.  Pour  le  démontrer,  il  suffira  de 
faire  voir  que  l’on  aura  toujours 


eu  eliet  l’on  a 


ilm 


Slmds.a  = im{'ùids-\-ds'x.')  = lm 


mais  d'une  part 
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dxSdx-\-ifyiify-\-dridr 
3ds= , 

et  d’autre  part 

I = ï(l.ix-{-Y3x+2Sz) 

S 

( d?xSx-\-d'y3y-\-d't3%  '\ 

Te ;• 


donc  en  substituant  ces  deux  valeurs 


intégrant  maintenant  par  rapport  à t , l’intégrale  indé- 
finie du  2*  membre  sera 

dxix-\-dyty4-dztz 

, 

quantité  nulle  aux  deux  limites , puisque  les  deux  ex- 
trémités des  trajectoires  étant  données,  on  a pour 
ces  points 

*Tï=0,  #^=0,  fe=0; 

ainsi , on  a , entre  les  limites  dont  il  s’agit , 

tzm^ds.u=0, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

L’équation  précédente  revient  d’ailleurs  à 


^ImJ  «fe.w’=0, 

en  sorte  que  le  principe , appelé  de  la  moindre  action  , 
peut  aussi  s’exprimer  en  disant  que  l’intégrale  prise 
par  rapport  aux  temps  des  forces  vives  du  système  qui 
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ont  lieu  entre  deux  positions  données , est  toujours  la 
plus  grande  ou  la  moindre  possible. 


CHAPITRE  IX. 


NOUTEMEXT  DVn  STSTÈME  EHTiésEMEST  lURB. 


306.  Avant  de  passer  au  mouvement  d’un  système 
invariable  dans  l’espace , nous  allons  chercher  à quelle 
force  est  dû  le  mouvement  relatif  de  deux  points 
A,  A'  animes  de  vitesses  initiales  , u»'  ,et  soumis  è 
des  forces  P,  P. 

Les  équations  du  mouvement  sont,  pour  le  premier, 


(i) 


iTx 


tTt 


et  pour  le  deuxième  , 

(2)  m ^ _X,in  — Y, 


m 


■££ 

di’ 


Z; 


les  coordonnées  relatives  du  point  A',  par  rapport  au 
point  A , sont 

x=x'—xy—y—y  z,  — z'—z, 

d’où  l'on  tire 


dj/ dx  dy,  dy  tfy  dz,  d*'  ds 

~di  dt  ^'dî~  dt  dt  ’~dt~  dt  <«  ’ 


ce  qui  montre  que  la  vitesse  absolue  du  point  A'  est 
la  résultante  de  sa  vitesse  relative  et  de  la  vitesse  ab- 
solue du  point  A , ces  trois  vitesses  étant  comptées  sur 
desdroites  partaptdeA'  eldnns  le  sens  du  mouvement; 
aussi  on  connaîtra  la  vilcssr  initiale  relative  du  point 
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A'  quand  on  connaîtra  les  vitesses  initiales  de  ces  deux 
points. 

Voyons  maintenant  à quelle  force  est  dû  le  mouve- 
ment relatif. 

P 

La  force  accélératrice  du  point  A est  — ; décompo- 

ftl 

sons  la  force  P'  en  deux  autres , dont  l’une  soit  paral- 
lèle à P,  et  telle  que  la  force  accélératrice  qui  en  résul- 
P 

' tera  pour  A'  soit  — ; alors  cette  composante  sera 

, et  l’autre  une  certaine  force  S entièrement  déter- 
m 

minée  : d’après  cela  X,Y,Z,  étant  les  projections  de  S, 

m'  Il  I r.  1 . 

etX  — etc.,  celles  de  P — , on  aura  les  équations 

mm 

X'=X— +X,  Y'=Y  — -)-Y,  Z'=Z-+Z, 
nx  nx  m 


ou  bien  en  remplaçant  XYZ,  X'Y'Z'  par  leurs  valeurs 
fèCjd  d'x\ 

'”'U--^)=X,etc, 


ou.  bien  en  différenciant 
,d‘x 


(3) 


etc., 


équations  qui  montrent  que  le  mouvement  relatif  de 
A'  est  dû  à la  force  S : en  intégrant  on  déterminera  ce 
mouvement , pourvu  qu’on  connaisse  les  valeurs  ini- 
tiales deÿ,  etc.,  et  x^y,  z,. 

Ce  théorème  démontre  le  principe  que  nous  avons 
admis  au  comnieiiccnient  du  cours  , et  qui  n’est  autre 
chose  que  le  cas  précédent,  en  supposant  que  ces  deux 
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points  Â A'  ont  la  même  position  initiale , la  même 
masse  et  la  même  vitesse  initiale,  et  que  la  force  P est 
décomposée  en  deux  autres  P et  S. 

307.  Passons  maintenant  au  mouvement  dans  9>- 
l'espace  d’un  système  soumis  à des  vitesses  initia- 
les wo  6>o'...  et  a des  forces  PP...  Soit  G le  centre  de 
gravité,  u,  u',  les  vitesses  des  points  AA'...  au  bout 
du  temps  t.  Désignons  par  QQ'...  le  système  de  forces 
capable  de  produire  les  mouvements  observés  , les 
projections  de  ces  forces  seront  pour  Q 


pour  Q' 


tfx  d'y  d'z 

"*~dF  dF  di" 


~dë 


æy  .æ-d 


le  système  devra  être  équivalent  au  système  PP...  : il 
faut  pour  cela  que  , pour  les  deux  , la  force  principale 
*et  le  couple  principal  soient  égaux  , et  rien  n’empêche 
de  prendre  le  centre  de  gravité  pour  centre  des  mo- 
ments. 

Soit  R la  force  principale  de  PP'...  nous  savons  que 
le  mouvement  du  centre  de  gravité  a lieu  en  vertu 
de  cette  force,  comme  si  toute  la  masse  M y était  con- 
centrée , en  sorte  que  la  force  accélératrice  de  ce  point 

est  — : or,  nous  pouvons  décomposer  la  force  Q en 

, R/n  _ , _ R/n' 

deux  autres-^  et  S,  de  même  Q en  , b , en  sorte 
M M 

que  le  système  QQ'...  est  remplacé  par  deux  .lulrc.s 

<Rm  R/n' 

M 
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les  forces  qui  composent  le  premier  sont  parallèles , 
par  conséquent  leur  force  principale  s’obtient  en  fai- 
sant leur  somme  , et  on  voit  qu’elle  est  égale  à R ; le 
deuxième  système  doit  donc  être  équivalent  au  couple 
principal , et  comme  c’est  à ce  deuxième  système 
qu’est  dû  le  mouvement  relatif  du  système  par  rap- 
port au  centre  de  gravité  , il  en  résulte  que  ce  mouve- 
ment ne  dépend  que  des  vitesses  initiales  relatives  et 
du  couple  principal  de  P' , etc,  ; il  est  donc  indé- 
pendant de  la  force  R , c’est-à-dire  qu’il  est  le  même 
que  si  le  centre  de  gravité  était  fixe. 

On  peut  parvenir  au  même  résultat  d’une  manière 
analytique.  En  effet , les  équations  du  mouvement 
sont 

...  d'-r  „ 

(1)  =iX,  etc., 

et  (2)  im  ^^=i{jrZ—zY)  , etc.  ; 


les  trois  premières  équations  montrent,  comme  nous 
ic  savons  , que  le  centre  de  gravité  se  meut  comme  si 
'on  y appliquait  la  force  principale  après  y avoir 
concentré  la  masse  du  système.  Voyons  ce  que  prou- 
vent les  trois  autres  : soient  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  et  x,y,2,  les  coordonnées  relatives 
par  rapport  h ce  point  pris  pour  origine;  nous  au- 


rons 

(3)  z=t;+z,, 

et  de  plus, 


d’où 

(♦) 


imx,=0 , 

imy,=0 , 

im  ^ =0, 
f/r 

<bz 

\ni 

dl 
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uations  (3 

{(”+•>'■)  (2  +S')  (ÿ  + %)]  ’ '*"• 

ou  bien  en  vertu  de 

(♦)  m(,  ^ -r,  5)  +ï« etc. 

et  les  deuxièmes  membres  se  réduisent  à 


en  vertu  de  (3)  les  équations  (3)  deviennent , les  pre- 
miers membres 


lîiZ — Ç2T-|-i  (.y, Z — Z, Y) , 
mais  à cause  de  (1),  on  a 

ainsi  les  équations  (3)  se  réduisent  à 

^ ) ' 

équations  du  mouvement  du  système  autour  d’un  point 
fixe  ; donc  le  mouvement  du  système  a lieu  autour  du 
centre  de  gravité,  comme  si  ce  dernier  était  fixe. 

308.  Il  suit  de  là  que , toutes  les  fois  que  le  couple 
principal  vie  PP'...  sera  nul , le  système  ne  se  mouvra 
autour  du  centre  de  gravité  , considéré  comme  fixe , 
qu’en  vertu  des  vitesses  initiales  ; ainsi  nous  saurons 
déterminer  ce  mouvement  de  rotation.  Par  consé- 
quent, dans  ce  cas,  le  double  mouvement  de  trans- 
lation et  de  rotation  est  déterminé. 

309.  Supposons  qu’on  lance  un  corps  dans  le  vide 
en  le  frappant  suivant  une  direction  qui  ne  passe  pas 
par  son  centre  de  gravité . il  y aura  un  double  mou- 
vement. Le  centre  de  gravité  décrira  une  parabole 
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d’après  ce  que  nous  avons  vu , et  le  corps  se  mouvra 
par  rapport  à lui  comme  s’il  était  Gxe , par  conséquent 
tournera  autour  de  lui  ; d’ailleurs  dans  ce  cas  le  mo- 
ment principal  est  nul , puisque  les  poids  qui  sollici- 
tent les  diverses  parties  des  corps  sont  parallèles  : donc 
le  mouvement  des  corps  autour  du  centre  de  gravité 
est  déterminé  par  la  formule  du  mouvement  d’un 
système  autour  d’un  point  fixe  seulement  en  vertu 
de  vitesses  initiales,  et  nous  avons  établi  ces  formules 
générales  et  en  particulier  pour  le  cas  d’un  ellipsoïde 
pesant. 


CHAPrrRE  X. 

CALCUL  DE  l’effet  DES  MACHISES. 

I 

310.  Les  machines  sont  employées  pour  remplacer 
l’action  immédiate  de  l’homme  ou  des  animaux  dans 
la  production  des  objets  utiles.  Calculer  l’ejfel  d’une 
machiue  , c'est  estimer  la  quantité  de  travail  que  l’on 
peut  opérer  par  son  moyen  dans  des  circonstances 
données. 

Malgré  la  diversité  que  présentent  les  opérations 
auxquelles  les  machines  sont  appliquées , on  recon- 
naît qu’elles  ont  toutes  des  éléments  communs,  au 
moyens  desquels  on  peut  les  apprécier  d’une  manière 
générale  et  régulière.  En  eilet , toutes  les  fois  qu’il  y 
a un  travail  fait  par  une  machine  ( c’est-à-dire  une 
opération  effectuée  dont  il  résulte  la  production  d’un 
objet  utile  ayant  une  valeur  subsistante  ) , il  y a néces- 
sairement un  effort  exercé  sur  un  point  qui  parcourt 
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en  même  temps  un  espace  dans  le  sens  de  cet  effort.  La 
réunion  de  ces  deux  circonstances,  eflorl  exercé,  et 
espace  parcouru  dans  le  sens  de  l’efiort , est  nécessaire 
pour  constituer  un  travail  utile  auquel  on  puisse  attri- 
buer une  valeur. 

La  vérité  de  ce  principe  est  manifeste  dans  les  appa- 
reils dont  l’objet  est  d’élever  des  corps  pesants,  par 
exemple  dans  les  machines  qui  servent  à élever  de 
l’eau.  Elle  ne  l’est  pas  moins  dans  la  plupart  des  autres 
machines , où  l’on  reconnaît  facilement  qu’au  point 
où  le  travail  s’effectue  un  eliort  est  toujours  exercé  par 
une  partie  de  l’appareil  qui  est  mue  dans  le  sens  de 
cet  effort. 

311.  En  général , on  distinguera  dans  les  machi- 
nes : 1°  l’action  du  moteur,  c’est-à-dire  de  la  cause 
qui  a produit  dans  l’origine  le  mouvement  des  parties 
de  l’appareil , qui  entretient  ce  mouvement  et  empêche 
qu’il  ne  soit  détruit  par  des  causes  opposées  ; 2*  l’ac- 
tion de  la  résistance  , action  qui  résulte  immédiate- 
ment du  travail  que  la  machine  peut  effectuer,  et  qui , 
s’exerçant  dans  un  sens  contraire  à celui  de  l’action  du 
moteur,  tend  continuellement  à détruire  le  mouvement 
des  parties  de  la  machine. 

On  reconnaîtra  de  plus,  conformément  à ce  qui  a 
été  dit , que  l’action  du  moteur  consiste  en  ce  qu’un 
effort  constant  ou  variable  est  exercé  sur  un  certain 
point  de  la  machine  qui  se  meut  dans  le  sens  de  cet 
effort  ; et  de  même  que  l’action  de  la  résistance  con- 
siste en  ce  qu’un  certain  point  de  la  machine  exerce 
sur  un  corps  étranger  un  effort , et  se  meut  dans  le 
sens  de  cet  effort.  On  pourra  même  dans  la  plupart 
des  cas  mettre  ces  circonstances  en  évidence , en  rem- 


( 4«4  ) 

plaçant  elieclivement  l’aclion  du  moteur  par  la  des- 
cente verticale  d'un  poiils  égal  à l'eliort  que  ce  moteur 
exerçait  attaché  à l’extrémité  d’une  corde  tendue  dans 
le  sens  de  cet  eflort  ; et  en  remplaçant  l’action  de  la 
résistance  par  l’élévation  verticale  d’un  poids  égal  à 
l’eflort  que  la  résistance  exerçait  attaché  à l’extrémité 
d’une  corde  tendue  dans  le  sens  de  cet  eflort. 

312.  La  nature  de  l’action  des  moteurs  sur  les  ma- 
chines pour  y produire  et  entretenir  le  mouvement , 
et  celle  des  machines  sur  les  résistances  pour  elTectuer 
l’opération  à laquelle  la  machine  est  destinée , étant 
ainsi  reconnue,  et  sachant  que  ces  actions  peuvent 
être  assimilées  à la  descente  ou  à l’élévation  d’un  corps 
pesant , l'évaluation  des  actions  dont  il  s’agit  se  pré- 
sente d’elle-méme.  11  est  visible  en  effet  que  l’action 
résultante  de  la  descente  d’un  poids,  ou  le  travail 
nécessaire  pour  élever  un  poids,  sont  d’autant  plus 
grands  que  le  poids  est  plus  grand  et  que  la  hauteur 
est  plus  grande.  Par  conséquent , si  l’on  nomme 

P, R les  efforts  supposés  constants,  exercés  respecti- 
vement dans  une  machine  aux  points  d’application 
du  moteur  et  de  la  résistance  ; 

p,r  les  espaces  parcourus  respectivement  dans  un 
temps  donné  par  ces  points  dans  le  sens  des 
efforts  P,  R ; 

l’action  exercée  par  le  moteur,  et  la  quantité  de  tra- 
vail ou  Yeffet  produit  par  la  machine  dans  le  même 
temps  seront  exprimés  par  les  nombres 

Pp  et  Rr. 

Dans  le  cas  où  les  efforts  P, R ne  sont  point  con- 
stants , on  les  considérera  comme  donnés  en  fonction 


( 4>5  ) 

(les  espaces  p,r  parcourus  respectivement  dans  lu 
direction  de  ces  efforts  : l’actiomexercée  parle  moteur 
et  l’efiet  produit  par  la  machine  seront  exprimés  par 
les  intégrales 


prises  entre  les  limites  correspondantes  aux  instants 
où  commence  et  ânit  le  travail. 

On  voit  par  là  , et  d’après  les  déGnitions  que  nous 
avons  données,  que  les  quantités  d’action  exercées 
respectivement  pendant  le  mouvement  de  la  machine 
aux  points  d’application  du  moteur  et  de  la  résistance 
donnent  l’évaluation  numérique  de  l'action  du  moteur 
et  du  travail  efiectué  par  l’appareil.  Ainsi,  les  nom- 
bres qui  représentent  l’action  du  moteur  ou  l’eGbt  de 
la  machine  sont  formés  du  produit  d’un  nombre  d’u- 
nités de  poids  par  un  nombre  d’unités  linéaires.  On 
peut  regarder  les  nombres  dont  il  s’agit  comme  com- 
posés d’unités  dont  chacune  est  le  travail  nécessaire 
pour  élever  l’unité  de  poids  à l’unité  de  hauteur,  c’est- 
à-dire  dans  notre  système  de  mesures  pour  élever  un 
poids  d’un  kilogramme  à une  hauteur  d’un  mètre 
(quelques  personnes  marquent  ces  nombres  de  la  ma- 
nière suivante , 1000**“ , qui  se  lit  mille  kilogrammes 
élevés  à un  mètre.  ) 

313.  Considérons  maintenant  une  machine  en  mou* 
vement.  L’ensemble  des  corps  dont  elle  est  formée 
constitue  un  système  auquel  on  peut  appliquer  les 
notions  générales  exposées  dans  les  articles  précédents. 
Ce  système  est  soumis  à l’action  des  forces  extérieu- 
res , qui  sont  principalement  l’effort  exercé  par  le  mo- 
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leur  dans  le  sens  du  mouvement , et  l’elfort  exercé  par 
la  résistiuce  en  sens  contraire  du  mouvement.  Il  peut 
exister  aussi  d’autros  actions  extérieures  , telles  que  la 
résistance  des  milieux  dans  lesquels  les  parties  de  la 
machine  se  meuvent.  De  plus , il  se  produit  générale- 
ment des  actions  intérieures,  auxquelles  le  mouvement 
même  des  parties  de  l'appareil  donne  naissance,  et  qui 
s’exercent  toujours  en  sens  contraires  de  ce  mouve- 
ment. En  prenant  en  considération  toutes  ces  forces  , 
on  peut  reconnaître  d’une  manière  générale  les  con- 
ditions auxquelles  la  marche  d’une  machine  est  assu- 
jettie. 

Conservons  les  dénominations  précédentes,  etdési- 
gnonsde  plus  par 

F l’eSbrt  qui  doit  être  surmonté  pour  vaincre  une 
des  résistances  produites  par  le  mouvement  de 
l’appareil  ; 

/'  l’espace  parcouru  à la  fin  du  temps  t dans  la  di- 
rection de  l’elTort  F ; 

m la  masse  d’un  des  points  matériels  dont  les  par- 
ties de  la  machine  sont  composées  ; 

U la  vitesse  de  ce  point  à la  fin  du  temps  t ; 

Nous  aurons,  d’après  le  principe  des  forces  vives  , 


1 

■ ■ î /Tl  w = 
2 


const.. 


(A) 


Le  terme  S/’F<^ représente  la  somme  de  toutes  les 
intégrales  fFdJ" qui  sont  données  par  les  diverses  ré- 
sistances produites  par  le  mouvement  de  la  machine , 
et  que  l'action  du  moteur  doit  surmonter. 
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En  difiérentiant  par  rapport  au  temps  l’équation 
précédente , elle  devient 

Zmiidtt  =:  Vdp — iFt^uRdr (B) 

Ces  relations  donnent  lieu  aux  remarques  suivantes. 

3H.  Dans  les  premiers  instants  où  une  machine  est 
mise  en  mouvement,  et  où  la  vitesse  de  ses  parties 
augmente  progressivement , le  second  membre  de  l’é- 
quation (B)  est  nécessairement  positif,  l’action  du 
moteur  l’emportant  sur  celle  des  résistances.  Mais  il 
arrive  toujours  par  la  nature  des  actions  dont  il  s’agit, 
que  l’eflort  du  moteur  diminuant  et  l’effort  de  la 
résistance  augmentant  au  contraire  à mesure  que  les 
vitesses  w augmentent , la  valeur  du  second  membre 
de  l’équation  (B)  tend  h devenir  nul.  Lorsque  cela  a 
lieu , cette  équation  donne  da=0  ; et  si  les  efforts  dé- 
signés par  P,  R et  F conservent  leurs  valeurs  actuelles, 
les  vitesses  des  parties  de  l’appareil  ne  subissent  plus 
aucune  variation,  et  la  machine  se  meut  constamment 
d’un  mouvement  uniforme. 

Cette  uniformité  dans  le  mouvement,  qni  est  b 
résultat  de  l’invariabilité  supposée  des  efforts  P , R,  F 
à partir  de  l’instant  où  leurs  valeurs  ont  satisfait  .à 
l’équation 

Pdp  — y.Fd/ — Rrfr=0, (G) 

a effectivement  lieu  dans  un  grand  nombre  de  cas. 
Elle  s’établit  ordinairement  après  un  intervalle  de 
temps  très-court  compté  du  moment  où  la  machine  a 
commencé  à se  mouvoir.  On  voit  que  dans  les  cas  dont 
il  s'agit , les  efforts  constants  exercés  par  le  moteur 
et  la  résistance  ont  des  valeurs  telles  que  ces  efforts 
se  feraient  mutuellement  équilibre  sur  la  machine  , 

27 
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conformément  aux  lois  de  la  statiquë  ; et  c’est  d’après 
cette  remarque  que  l'on  devra  établir  la  relation  qui 
doit  exister  entre  les  actions  respectives  du  moteur  et 
de  la  résistance , pour  que  le  travail  de  la  machine 
puisse  s’eiiectuer.  On  reconnaît  de  plus  que  dans  un 
intervalle  de  temp»  quelconque,  la  quantité  d’action 
produite  par  le  moteur  à son  pmint  d’application  est 
égale  à la  quantité  d’action  produite  au  point  d’appli- 
cation de  la  résistance , augmentée  des  quantités  d’ac- 
tion dues  aux  résistances  intérieures  , en  sorte  que  si 
ces  dernières  résistances  étaient  nulles  (ce  qui  est 
impossible) , il  y aurait  égalité  entre  les  quantités 
d’action  produites  par  le  moteur  et  consommées  par  la 
résistance. 

315.  Si  les  valeurs  des  eilorts  du  moteur  et  des 
résistances  ne  sont  point  constantes , le  mouvement 
de  la  machine  n’est  pas  uniforme.  11  présente  alors  des 
variations  régulières  et  périodiques  qui  tiennent  à ce 
que  l’eflort  du  moteur  est  alternativement  plus  grand 
ou  plus  petit  qu’il  ne  devrait  être  pour  faire  équilibre 
h l’eflort  de  la  résistance.  Quand  l’ellort  du  moteur 
est  plus  grand  qu’il  ne  devrait  être  pour  l’équilibre, 
le  second  membre  de  l’équation  (B)  du  n®  313  , est  po- 
sitif, et  la  vitesse  des  parties  de  l’appareil  augmente 
avec  le  temps.  Le  contraire  a lieu  lorsque  l’eliort  du 
moteur  est  au  contraire  plus  petit  qu’il  ne  devrait 
être  pour  l’équilibre  : le  second  membre  de  l’équa- 
tion (B)  est  alors  négatif,  et  la  vitesse  décroît  avec  le 
temps.  La  nature  du  mouvement  consiste  donc,  dans 
ce  cas,  en  ce  que  la  vitesse  croit  et  décroît  alternative- 
ment en  oscillant  autour  d’une  valeur  moyenne.  Les 
maxima  et  minima  de  la  vitesse  ont  lieu  dans  les  in- 
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slants  où  dvz=0,  c’est-à-dire  lorsque  la  condition 
exj)rimée  par  l’équation  (C)  subsiste  , ou  lorsque  les 
ellorts  du  moteur  et  de  la  résistance  ont  les  valeurs 
convenables  pour  se  faire  réciproquement  équilibre 
sur  la  machine.  Les  écarta  de  la  vitesse  à partir  de  sa 
valeur  moyenne  sont  d’autant  plus  grands , tout  étant 
égal  d’ailleurs,  que  la  masse  et  la  vitesse  actuelle  des 
parties  de  la  machine  sont  plus  petites. 

Si  d’ailleurs  le  mouvement  s’opère  d’une  manière 
régulière , les  mêmes  valeurs  des  elforts  du  moteur  et 
des  résistances,  et  les  mêmes  valeurs  de  la  vitesse  de 
chaque  partie  se  reproduisent  dans  le  cours  de  chacune 
des  périodes  entre  lesquelles  la  durée  du  mouvement 
est  partagée.  Par  conséquent  la  force  vive  des  parties 
de  la  machine  reprend  , à la  lin  d’une  de  ces  périodes  , 
la  même  valeur  qu’elle  avait  au  commencement.  D’où 
l’on  peut  conclure  , par  l’équation  (A)  du  n°  313  , que , 
dans  un  intervalle  de  temps  comprenant  un  nombre 
entier  des  périodes  dont  il  s’agit , la  quantité  d’action 
produite  par  le  moteur  est  toujours  égale  aux  quan- 
tités d’action  consommées  par  la  résistance  résultant 
du  travail  de  la  machine  , et  par  les  résistances  inté- 
rieures produites  par  le  mouvement  même  des  parties 
de  l’appareil. 

Lorsque,  comme  on  l’a  supposé  n°  314.,  le  mouve- 
ment d’une  machine  est  uniforme , la  relation  qui  doit 
être  établie  entre  le  moteur  et  la  résistance , résulte 
de  ce  que  leurs  ellorts  doivent  avoir  les  valeurs  con- 
venables pour  qu’il  y ait  équilibre  statique  entre  ces 
ellorts.  Lorsque , comme  nous  le  supposons  ici , le 
mouvement  présente  des  variations  périodiques , la 
relation  dont  il  s’agit  doit  résulter  de  l égalité  des 
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quantités  d’action  produites  respectivement  par  le 
moteur  et  par  lu  résistance  dans  le  cours  de  chaque  pé- 
riode. On  posera  donc  l’équation 


Rdr, (D) 


les  intégrales  J étant  supposées  prises  pour  un  inter- 
valle de  temps  au  commencement  et  à la  fin  duquel 
les  vitesses  désignées  par  &>  ont  les  mêmes  valeurs.  Et 
cette  é(|uation  devra  être  considérée  comme  exprimant 
une  sorte  d'équilibre  dynamique , d’après  lequel  la 
grandeur  de  l’action  du  moteur  qui  exécuterait  un  tra- 
vail donné  pourrait  toujours  être  déterminée. 

316.  La  question  qui  se  présente  ordinairement 
dans  le  calcul  d’une  machine  consiste  à déterminer 
l’action  du  moteur  qui  est  nécessaire  pour  produire 
un  eüet  donné  ; ou  bien  l’eQet  qui  sera  produit  par  la 
machine  lorsqu’on  lui  appliquera  un  moteur  dont 
l’action  sera  donnée.  On  voit  par  les  notions  précé- 
dentes que  cette  question  est  toujours  ramenée  à dis- 
tinguer les  efforts  exercés  aux  points  d’application  du 
moteur  et  de  la  résistance,  et  à savoir  apprécier  les 
forces  intérieures , telles  que  les  frottements  et  autres 
résistances  de  cette  nature,  que  l’action  du  moteur  doit 
surmonter.  Les  forces  dont  il  s’agit  étant  évaluées , 
l’application  des  principes  de  statique  et  de  dynamique 
exposés  dans  les  articles  précédents  conduira  toujours 
à la  connaissance  des  relations  cherchées , relations 
dont  la  nature  a été  indiquée  dans  les  n°*  314  et  315. 
Nous  ne  pouvons  d’ailleurs  entrer  ici  dans  les  dé- 
tails qui  seraient  nécessaires  pour  mettre  à même 
d’apprécier  dans  divers  ras  les  résistances  intérieures. 
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objet  qui  exige  une  étude  spéciale  , et  nous  ajoute- 
rons seulement  une  remarque  relative  au  cas  où  il  s’o- 
pérerait des  chocs  dans  le  mouvement  de  l'appareil. 

On  doit  alors  appliquer  les  notions  présentées 
précédemment  ; et  par  conséquent  l’altération  pro- 
duite dans  le  mouvement*  de  l’appareil  par  l’ellet 
d’un  choc , doit  être  con$i<lérée  comme  dépendant  de 
la  nature  physique  des  corps  , et  par  conséquent 
comme  inconnue , à moins  d’une  recherche  spéciale 
fondée  sur  la  définition  mécanique  de  leur  composition . 
Mais  on  regarde  ordinairement  dans  les  applications 
les  corps  entre  lesquels  les  chocs  s'opèrent  comme 
présentant  les  propriétés  admises  par  nous , d’où 
il  résulte  que  les  points  en  contact  des  deux  corps  qui 
se  sont  choqués,  sont  supposés  avoir  un  mouvement 
commun  dans  l’instant  qui  suit  le  choc,  et  que  par 
l’efiet  du  choc  le  système  a perdu  la  quantité  de  force 
vive  qui  serait  due  aux  vitesses  que  les  corps  ont  ]>er- 
dues.  En  opérant  d’ailleurs  d’après  les  notions  indi- 
quées, conformément  à ce  qui  a été  dit  la  fin  du 
n°  315,  on  déterminera  toujours  les  changements  de 
vitesse  résultant  des  chocs,  détermination  pour  la- 
quelle il  faudra  en  général  prendre  en  considération 
des  résistances  particulières  qui  ne  se  développent  qu’è 
l’instant  du  choc  et  cessent  quand  il  est  terminé.  On 
pourra  donc  apprécier  les  pertes  de  force  vive  qui  ré- 
sulteraient d'un  choc.  Quant  à la  manière  d’en  tenir 
compte  dans  le  calcul  de  la  machine,  soit  eu  général  m 
la  masse  d’une  partie  de  cette  machine,  et  ii  la  difie- 
rencc  entre  les  vitesses  de  cette  partie  qui  ont  lieu 
avant  et  après  le  choc  ; la  perte  de  force  vive  due 
au  choc  sera  d’aprè.s  ce  <{ui  a été  dit  ci-dessus  , ex- 
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primée  par  mm',  le  signe  i indiquant  que  l'on 
a formé  la  somme  de  toutes  les  pertes  de  force  vive 
/n  il*  qui  ont  eu  lieu  dans  l’appareil.  On  en  conclut 
<]ue  les  forces  intérieures  développées  pendant  la 
durée  du  choc , ont  produit  une  quantité  d’ac- 
tion exprimée  numériquement  par  [imaf-,  et  par 
conséquent  qu’en  posant  l’équation  (D)  et  opérant  de 
la  manière  indiquée  n°  315,  on  doit  ajouter  cette 
quantité  d’action  au  second  nombre  , et  écrire  ; 

^ ïmn’-f-J'Rdr (E) 

Il  est  nécessaire  en  effet  que  le  moteur  ait  reproduit 
dans  le  sens  du  mouvement  la  quantité  d’action  que 
les  forces  développées  par  le  choc  ont  consommée; 
puisque  nous  supposons  qu’à  la  fin  de  l’intervalle  de 
temps  pour  lequel  les  intégrales  désignées  par  J' 
sont  prises  , toutes  les  parties  de  l’appareil  ont  repris 
les  vitesses  qui  avaient  lieu  au  commencement  de  cet 
intervalle,  en  sorte  que  la  force  vive  du  système  n’a 
subi  aucune  variation. 

317.  L’ulilité  principale  des  machines,  considérées 
sous  le  point  de  vue  économique , consiste  dans  les 
moyens  qu’elles  présentent  pour  substituer  dans  les 
opérations  des  arts,  les  forces  des  animaux  et  surtout 
celles  des  agents  naturels  ( tels  que  la  chute  des  corps 
graves , le  choc  des  vents , les  changements  d’état  pro- 
duits par  la  chaleur,  etc.  ),  à la  force  coûteuse  de 
l’homme.  O^i  donne  en  général  le  nom  de  moteur  à 
toutagent  naturel  dont  l’action  peut  faire  marcher  une 
machine  et  exécuter  par  son  moyen  un  travail.  Ainsi 
l’action  d’un  ou  plusieurs  animaux  , celle  d’une  chute 
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ct’eau  , celle  du  vent  dont  le  choc  serait  reçu  sur  une 
surface  donnée , celle  qui  résulte  de  la  combustion 
d'une  quantité  déterminée  de  charbon,  etc.,  sont  des 
moteurs. 

Un  moteur  étant  donné , il  est  évident  que  la  quan- 
tité de  travail , que  l’on  pourra  lui  faire  produire , est 
limitée.  On  reconnaît  de  plus,  par  un  examen  atten- 
tif, que  l’on  peut  tirer  du  même  moteur  des  quantités 
de  travail  très-différentes,  suivant  la  manière  dont 
son  action  est  employée.  En  désignant,  comme  ci- 
dessus,  par  P,  l’eiiort  exercé  par  le  moteur,  par  V,  la 
vitesse  du  point  d’application  de  cet  effort , on  a 

PV  , 

pour  l’expression  de  la  quantité  d'action  produite  dans 
l’unité  de  temps.  Or  les  quantités  P et  V sont  toujours 
liées  l’une  à l’autre  de  telle  manière  que  l’une  dimi- 
nue quand  l’autre  augmente  ; on  doit  chercher  à régler 
l’action  de  manière  que  la  valeur  du  produit  PV  soit 
la  plus  grande  qu’il  est  possible. 

Lorsqu’il  s’agit  de  l’homme  ou  d’un  animal  qui  ne 
peut  travailler  chaque  jour  que  pendant  un  certain 
temps  T,  l’action  journalière  est  représentée  par 

PVT. 

Les  trois  facteurs  de  ce  produit  ont  également  des 
valeurs  dépendantes  les  unes  des  autres,  dont  chacune 
diminue  nécessairement  lorsque  les  deux  autres  aug- 
mentent , et  qu’il  faut  chercher  à régler  de  manière  à 
obtenir,  à fatigue  égale,  la  plus  grande  ([uantité  de 
travail  qu’il  e.st  possible. 


Digilized  by  Google 


TROISIÈME  PARTIE. 


HYDROSTATIQÜE. 


NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 

318.  h’ hydrostatique  est  la  partie  de  la  statique 
qui  traite  de  l’équilibre  des  fluides. 

On  désigne  généralement  par  le  nom  de  fluides  les 
corps  qui  n’opposent  presqu’aucune  résistance  , lors- 
qu’on entreprend  d’en  séparer  les  parties , les  unes 
par  rapport  aux  autres  ou  par  rapport  aux  parois 
solides  des  vases  dans  lesquels  ils  sont  contenus  , 
on  distingue  d’ailleurs  deux  espèces  de  fluides  r 
1°  les  liquides  ou  fluides  incompressibles  dont  le 
volume , à masse  égale , est  sensiblement  invaria- 
ble, et  qui , lorsqu’ils  ne  sont  soumis  à l’action  d’au- 
cune force  intérieure,  peuvent  être  contenus  dans 
un  vase  de  figure  quelconque  sans  exercer  aucun  effort 
contre  les  parois  de  ce  vase  ; 2°  les  fluides  aèriformes 
ou  les  fluides  élastiques  dont  le  volume,  à masse  égale, 
peut  varier  d’une  manière  indéfinie , dont  les  parties 
tendent  sans  cesse  à s’écarter  les  unes  des  autres  par 
l’efiet  d’une  force  de  répulsion  intérieure , et  qui  exer- 
cent toujours  un  certain  effort  contre  les  parois  des 
vases  qui  les  contiennent.  Les  fluides  élastiques  com- 
prennent l’air  atmosphérique,  les  gaz  et  même  les 
vapeurs. 
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Mous  disons  que  les  fluides  n’opposent  presqu'au- 
cune  résistance  à la  séparation  de  leurs  parties.  En 
cllet  dans  la  nature , ces  parties  présentent  f^énérale- 
meut  un  certain  degré  d'adhérence , qui  produit  ce 
qu’on  appelle  leur  viscosité,  et  elles  ne  peuvent  être 
unies  les  unes  par  rapport  aux  autres,  sans  un  ellort 
sensible.  Mais  comme  les  résistances  dont  il  s’agit  sont 
fort  petites,  par  rapport  aux  forces  qui  produisent  les 
phénomènes  principaux  , on  en  fait  abstraction  dans 
la  théorie  mécanique  de  l’équilibre,  et  du  mouve- 
ment des  fluides. 

319.  Si  on  plonge  un  corps  dans  un  fluide  en  repos, 
ce  dernier  exerce  contre  la  surface  du  corps  une  pres- 
sion normale  à cette  surface;  car  si  cette  pression  n’é- 
tait pas  normale , les  molécules  du  fluide,  à cause  de 
Fig.  1)3.  grande  mobilité  , glisseraient  le  long  du  corps. 

Concevons  que  dans  un  fluide.en  repos , on  plonge 
un  corps  solide  , considérons  un  élément  s de  ce  corps 
et  un  point  A de  cet  élément  ) ayant  pour  coordonnées 
X,  , Z.  Le  fluide  exercera  contre  cet  élément  une 
certaine  pression  P , variable  avec  l’étendue  de  la 

P 

surface  et  s’annulant  avec  elle  ; mais  le  rapport  — ne 

sera  pas  nul  après  ce  décroissement  et  s’approchera 
d’une  certaine  limite  p que  l’on  nomme  pression  hy- 
drostatique du  fluide  nu  point  A auquel  se  réduit 
P 

l’élément  : on  a bien  - ~p  : cette  pression  p est  ana- 
logue à la  densité , elle  varie  avec  la  position  du  point 
A sur  l’élément,  et  est  fonction  de  .r,  y,  z.  Lorsque  s 
est  très-petit , on  peut  écrire 

?=pi1±«),  P=/IS(«±l), 
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de  sorte  que  dans  ce  cas  P est  sensiblement  ét'al  à ps, 
c'est-à-dire  que  la  pression  est  sensiblement  égale  au 
produit  de  l'élément  par  la  pression  hydrostatique. 

Si  l’on  désigne  par  a , b , c , les  projections  de  la 
pression  P sur  les  trois  plans  coordonnées,  si  l’on 

suppose  en  outre  l’élément  plan,  - sera  le  cosinus  de 

l’angle  de  l’élément  avec  un  plan  perpendiculaire  à 
l’axe  des  x:  or  la  pression  P est  normale  à l’élémeut, 

a 

ainsi  — est  aussi  le  cosinus  de  l’angle  de  P avec  l’axe 
s 

des  X , et  par  suite  la  projection  de  P sur  cet  axe  est 
PX  “=/>(a±:«)i 

les  projections  de  P sur  les  deux  autres  axes  sont  de 
même 

p[b±j),  p(c±i)i 

c’est-à-dire  que  la  projection  de  la  pression  sur  l’une 
des  coordonnées  est  sensiblement  égale  au  produit 
de  la  pression  hydrostatique  par  la  projection  de 
l’élément  sur  le  plan  coordonné  perpendiculaire  à cet 
axe. 


j»" 
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CHAPITRE  PREMIER. 

CONDITIONS  d’équilibre  d’uN  FLUIDE  SOLLICITE  PAK  DES 
FORCES  QUELCONQUES. 


S I" 

Égalité  des  pressions  , Équations  d’équilibre , 
Principe  des  vitesses  virtuelles. 

;)20.  Considérons  une  masse  fluide  dont  tous  les 
éléments  sur  toutes  les  molécules  sont  soumis  à une 
Fiiç  <>}.  force  accélératrice  y.  Prenons  sur  une  droite  parallèle 
à l’axe  des  x , deux  points  A et  B,  et  concevons  un 
petit  cylindre  dont  la  génératrice  est  parallèle  à AB 
et  qui  enveloppe  cette  droite:  par  les  points  A et  B, 
menons  deux  plans  quelconques  terminés  par  le  cy- 
lindre. Supposons  maintenant  que  le  liquide  compris 
dans  ce  cylindre  se  solidide  tout  à coup , mais  de  telle 
manière  qu’en  chaque  point  la  densité  reste  la  même 
que  précédemment , et  que  chaque  point  soit  soumis 
à la  même  force  accélératrice  que  les  autres  molécules; 
si  l’équilihre  subsistait  avant  cette  solidification , il 
existera  encore  après,  et  le  cylindre  devenu  solide 
restera  en  équilibre  au  milieu  du  liquide.  Donc  les 
forces  qui  maintiennent  le  cylindre  en  équilibre  de- 
vront satisfaire  aux  équations  de  condition  qui  ex- 
priment l’équilibre  d'un  système  invariable  : on  aura 
ainsi  six  équations  dont  une  seulesufiirn  pour  exprimer 
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la  relation  qui  existe  entre  les  pressions  exercées  sur 
les  deux  éléments  extrêmes. 

Pour  avoir  cette  relation  , il  nous  suffit  d'exprimer 
que  la  somme  des  projections  sur  l’axe  des  x,  des 
forces  qui  sollicitent  le  cylindre  est  égal  à zéro.  Ces 
forces  sont:  1°  la  force  accélératrice  f qui  sollicite 
chaque  molécule  du  cylindre;  2°  la  pression  hydro- 
statique po  qui  agit  sur  l’élément  supérieur  ; 3°  la  pres- 
sion hydrostatique  p,  qui  agit  sur  l’élément  inférieur; 
h°  enfin  les  pressions  hydrostatiques  qui  s’exercent  sur 
toute  la  surface  cylindrique  ; mais  nous  n’avons  pas 
besoin  de  tenir  compte  de  ces  dernières,  puisqu’elles 
agissent  normalement  h l’axe  des  x,  et  que  nous  n’a- 
vons à considérer  que  les  forces  dirigées  suivant  cet 
axe.  Cherchons  la  composante  de  la  force  <f  sur  l’axe 
des  X : menons  deux  plans  perpendiculaires  à l’axe 
des  X et  distants  entre  eux  d’une  quantité  très  petite 
ûx:  en  nommant  a une  section  du  cylindre  perpen- 
diculaire à l’axe,  aax  sera  le  solide  compris  entre  les 
deux  plans  , et  aa\x  sera  la  masse  de  ce  solide  (o  étant 
la  densité):  en  représentant  par  X,  Y,  Z,  les  pro- 
jections de  f sur  les  axes  des  coordonnées , apXsx  sera 
la  composante  de  f suivant  l’axe  des  x ou  l’action  de  f 
sur  le  petit  cylindre  le  long  de  cet  axe  : ainsi  l’action 
de  (f  sur  tout  le  cylindre  sera  représentée  par  une 
somme  de  produits  semblables  et  sera  égale  à azpXàx  : 
nommant  x, , x, , les  abscisses  des  deux  points  A et 
B , et  passant  à la  limite  , l’action  de  la  force  accélé- 
ratrice sur  le  cylindre  sera  rinlégr,ale 
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Si  s„  représente  la  surface  de  l'élément  supé- 
rieur , la  pression  exercée  sur  cet  élément  sera  ; 

or  , est  le  cosinus  de  l’angle  que  fait  l'élément  sup- 
posé plan  avec  un  plan  perpendiculaire  à l’axe  des  x 
ou  bien  le  cosinus  d'une  normale  à cet  élément  avec 
cet  axe  lui-méme.  De  plus , nous  savons  que  les  pres- 
sions sont  normales  aux  surfaces;  ainsi  le  produit 

P«ioX  — ou/)„a,  sera  la  projection  sur  l'axe  des  ar  de 

la  pression  exercée  sur  l’élément  supérieur  ; de  même 
un  verra  que  pfl  est  la  projection  de  la  pression 
exercée  sur  l’élément  inférieur;  donc,  en  considérant 
comme  positives  ou  négatives  les  forces  qui  agissent 
dans  le  sens  des  x , ou  en  sens  contraire,  on  aura  l’é- 
quation 

p,a—p,a+a  |*  pXdx=0  ou  po-p,-^  f pX<ir=0 , 

J X,  J X. 

ou  bien 

P,=P»+  I pXifx: 

J x„ 

telle  est  la  relation  qui  existe  entre  les  pressions  hy- 
drostatiques exercées  sur  les  éléments  supérieur  et 
inférieur. 

Cette  équation  montre  que  la  pression  en  B est 
indépendante  de  la  direction  suivant  laquelle  elle 
s’exerce  ; c’est-à-dire  quelle  est  la  même  dans  toutes 
les  directions.  Proposition  fort  importante  que  l’on 
pouvait  pressentir , et  que  l’on  admet  dans  la  plupart 
des  traités. 

321.  Si  .-lU  lieu  de  considérer  un  point  déterminé  B, 
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on  considérait  un  point  quelconque  de  cette  droite, 
dont  l’abscise  serait  x , et  la  pression  hydrostatique  p, 
on  aurait  alors 

• /'=/’•+  f pXdx, 

JXo 

d'où  l’on  tire  en  dillérentiant 


Si  l’on  considérait  des  droites  parallèles  aux  axes  des 
y et  (les  z,  on  trouverait  de  même 


et  par  suite 


ou 

dp=ç.[\dx+Ydy-[-Zdz) . 


Il  faut  poser  pour  l’équilibre  que  le  deuxième  membre 
de  cette  équation  soit  une  dillérentielle  exacte , ce  qui 
exige  les  trois  relations 


dy  dx 


(5X)  ^1  gO^/fZ), 

dz  dx'  d%  dy 


réciproquement,  si  ces  relations  sont  satisfaites , l’é- 
quilibre aura  nécessairement  lieu  dans  la  masse  fluide  , 
caria  valeur  dep,  tirée  de  l’équation  précédente,  sa- 
tisfera aux  trois  équations  générales  de  l’équilibre. 

322.  Telles  sont  les  équation  d’équilibre  auxquelles 
les  valeurs  des  forces  X,Y,Z  doivent  satisfaire  dans 
toute  rétendue  du  fluide  pour  que  ce  fluide  demeure 
en  équilibre  sous  l’action  de  ces  forces. 
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Unns  le  cas  particulier  où  le  fluide  est  incompres- 
sible et  homogène  la  densité p étant  constante,  il  est 
nécessaire  pour  que  l’équilibre  subsiste,  que  la  fonc- 
tion li.dx-\-Xdy-\-T^dz  soit  une  différentielle  complète 
d’une  fonction  des  trois  vari.ibles  , et  par  con- 
séquent que  les  composantes  de  la  force  qui  sollicite 
chaque  molécule , satisfassent  aux  équations 

dX_^  dJL_ia 

dy  dx  ’ dz  dx'  dz  dy 

L’action  de  la  plupart  des  forces  naturelles  est  con- 
forme à ces  conditions.  Elles  seront  accomplies  toutes 
les  fois  que  les  molécules  du  fluide  seront  sollicitées 
par  des  forces  émanant  des  centres  Gxes  ou  mobiles 
dont  l’intensité  sera  fonction  des  distances  des  molé- 
cules à ces  centres. 

323.  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  suppose  que 
la  masse  fluide  est  contenue  dans  un  vase  fermé  de 
toutes  parts,  car  alors  la  pression,  supportée  par 
chacun  des  points  du  vase  , sera  détruite  par  la  résis- 
tance du  vase  supposée  indéfinie  ; mais  si  une  portion 
du  vase  est  ouverte  de  manière  qu’il  y ait  une  surface 
du  liquide  libre , soumise  ou  non  à une  pression  inté- 
rieure. il  faudra  pour  l’équilibre  que  l’équation  pré- 
cédente puisse  s’intégrer  , c’est-à-dire  que  pour  toute 
cette  surface  la  valeur  de  p soit  égale  à la  pression  an- 
térieure ou  nulle. 

Si  ?=o,  alors  «ip=0,p=rconst.=c  : d’après  cela  , il 
est  évident  que,  si  un  liquide  est  renfermé  dans  un  vase 
fermé  de  toutes  parts  il  est  en  équilibre,  et  qu’il  en  est 
encore  de  même  s’il  a une  surface  libre  soumise  à une 
pression  nulle  ou  constante. 
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Si  le  liquide  est  contenu  dans  un  vase  cylindri- 
que ouvert  par  1e  haut , et  si  en  outre  sa  surface 
supérieure  est  pressée  par  un  piston  soumis  à une 
force  P;  dans  ce  cas  la  pression  hydrostatique,  en  cha- 
que point  du  couvercle,  étant  p,  la  pression  sur  un  de 
ses  éléments  a est /mi,  et  par  suite  la  pression  totale 
est 

pia=-pA , 

A représentant  la  surface  du  piston  ou  la  situation  du 
cylindre , on  a donc 

P 

P=pA,  doù  p=  - ; 


d’ou  il  résulte  que  la  pression  en  un  point  quelconque, 
ne  dépend  que  de  la  surface  contre  laquelle  presse  le 
piston,  et  qu’ellelui  est  inversement  proportionnelle  ; 
en  sorte , par  exemple , que  la  même  force  P produi- 
rait une  pression  double  si  elle  était  appliquée  à un 

piston  dont  la  surface  A'  serait  égale? 


Si  l’on  considère  deux  vases  communiquant  par  un 
canal , et  hiunis  de  pistons  , la  pression  p exercée  sur 

I I'  P 

le  premier  vase  sera , comme  nous  I avons  vu  , p=-r , 

A 

p 

de  môme  pour  l’autre  elle  sera  p'=T'  pour  qu’il  y 


ait  équilibre  on  doit  avoir  l’égalité 


P P' 
ou 


ou  bien  P : P':  : A : A'  ; il  ressort  de  cette  proportion- 
nalité, qu’en  donnant  une  très-grande  base  à l’un  des 
pistons  et  une  très-petite  à l’autre,  on  pourra,  à l’aide 

28 


F*S-  9i 


Fig-  9fi- 
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d'une  petite  force,  en  équilibrer  une  très-grande;  c’est 
là  le  principe  de  la  presse  hydraulique  de  Pascal. 

32à.  On  appelle  en  général  une  machine  tout  appa- 
reil au  moyen  duquel  une  force  agit  sur  des  points 
hors  de  sa  direction , et  y produit  des  eObrts  plus 
grands  ou  plus  petits  que  si  elle  y était  immédiatement 
appliquée.  On  peut  donc  considérer  comme  une  ma- 
chine un  liquide  incompressible  contenu  dans  un  vase 
fixement  attaché , en  vertu  de  sa  propriété  de  trans- 
mettre également  en  tous  sens  les  pressions  exercées 
sur  sa  surface. 

^■8’  97  Le  principe  des  viteues  virtuelles  s’observe  dans  l’é- 
quilibre de  cette  machine  comme  dans  celui  de  toutes 
les  autres.  En  efiet , considérons  un  liquide  contenu 
dans  un  vase  immobile  et  de  figure  quelconque , percé 
de  plusieurs  ouvertures  munies  de  pistons  dont  les 
bases  A , A’,  A",  etc.,  sont  soumises  à des  forces  P, 
P',  P'  (on  suppose  la  force  ÿ nulle , de  sorte  que  p est 
constante),  en  désignant  par  p,  p',p",  les  pressions 
hydrostatiques  qui  en  résultent , on  aura  les  égalités 

P V P" 

P=jü'  /'-F’"*' 

et  ces  pressions  devant  être  égales  pour  l’équilibre , on 
en  conclut  les  proportionnalités 

(t)  P:P;F'...  :;A:A':A"... 

Supposons  maintenant  que  l’équilibre  soit  troublé,  le 
premier  piston  parcourra  un  certain  espace  s,  le 
second  un  espace  y,  en  sorte  que 

Ai,  A'i',  etc., 

seront  les  variations  de  volume  survenues  dans  les 
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cylindres  dans  lesquels  les  pistons  peuvent  se  mou- 
voir; mais  pour  que  l’équilibre  subsiste  après  ce  dé- 
placement virtuel . il  faudra  que  le  volume  total 
occupé  par  le  liquide  n’ait  pas  changé,  ou  bien  que  la 
somme  des  variations  de  volume  prises  avec  leurs  signes 
soit  nulle , ce  qui  revient  à 

z±:A«±A'*'±A"*"...  =0, 


ou  bien . en  diflérentiant  et  observant. que 


ds 


di 


ou  bien  , dis-je  , 

±A*.=tAV±:A"*."...  =0 , 

u',  k.”  étant  les  vitesses  virtuelles),  égalité  qui,  à 
cause  de  (1),  revient  à 

±P»±Pm'±;F'w",  ctc.=0  ; 1 , • 

or,  chaque  Vitesse  est  dirigée  suivant  la  tige  du  piston 
correspondant , c’est-à-dire  dans  la  direction  delà  force 
qui  le  sollicite , et  le  signe  ± provient  de  ce  que  celte 
vitesse  peut  avoir  lieu  dans  le  sens  de  la  force  ou  en 
sens  contraire;  ainsi  l’équation  précédente  peut  être 
remplacée  par  la  suivante  : 

P6.cos.(P,  w)-t-Pw'cos.(P,  6i')-)-PVcos.  (P',  M")-t-eic.  =0, 

formule  des  vitesses  virtuelles  appliquées  aux  forces, 
et  non  au  liquide  qui  n’est  ici  qu’une  machine  qui  lie 
les  forces. 
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S ». 

Surfaces  de  niveau;  équilibre  des  liquides  pesants. 
325.  Reprenons  l’équation  générale 

dp=dF  (x,  y,  Z) , 

d’où  l’on  tire 

S)-fC0DSt., 

équation  qui  donne  la  valeur  de  la  pression  en  un  point 
quelconque  du  fluide , rapportée  à l’unité  de  surface. 
Ainsi  l’expression  de  ^ en  x , jr,  z , n’est  autre  chose 
que  la  fonction  même  de  ces  trois  variables  dont  la 
quantité 

f.  iXdx+Ydy+Zdz) 

est  la  diiiérenlielle  complète.  Ainsi , dans  un  fluide 
en  équilibre , la  pression  est  toujours  exprimée  par 
une  fonction  finie  des  coordonnées  auxquelles  sout 
rapportés  les  points  du  fluide.  Il  est  visible  d’ailleurs 
que  pour  un  point  donné,  la  valeur  de  la  pression 
sera  trouvée  la  même,  quelle  que  soit  la  direction  dans 
le  sens  de  laquelle  on  la  considère.  La  constante  se 
déterminera  d’après  la  valeur  de  la  pression  dans  un 
point  déterminé  du  fluide , valeur  qui  doit  être  don- 
née ; en  mettant  ensuite  dans  la  formule  précédente, 
pour  X,  y,  Z , les  coordonnées  d’un  point  quelconque 
du  fluide,  on  connaîtra  la  pression  qui  s’exerce  en  ce 
point  dans  toutes  les  directions. 

La  même  formule  donne  également  la  pression 
exercée  contre  la  paroi  solide  d’un  vase  dans  lequel  le 
liquide  serait  contenu.  Cette  pression  est  alors  détruite 
par  la  résistance  de  la  paroi  ; mais  s’il  y a,  dans  le  li- 
quide, une  surface  libre  ou  non  soumise  à une  pression 
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indéSnie , alors  il  se  trouvera  dans  ce  liquide  une  suite 
de  points  pour  lesquels  la  pression  sera  constante.  Si 
on  représente  cette  pression  par  n , on  aura  pour  tous 
les  points  dont  il  s'agit 

(1)  F(.r,  J-,  z)==7r— c, 

( c étant  la  constante  ) ; et  comme  c est  déterminé  par 
la  condition  que , pour  tous  les  poiuts  de  la  surface 
libre,/»  doit  se  réduire  à la  pression  extérieure,  il  en 
résulte  que  l’équation  (1)  est  l’équation  d’une  surface 
pour  tout  point  de  laquelle  la  pression  hydrostatique 
est  constante.  Cette  surface  est  ce  qu’on  appelle  une 
surface  de  niveau.  On  a pour  tous  les  points  d'une 
telle  surface 

dp  = Q ou  p{Xdx-\-Ydjr-\-Zdz)=0 , 
ou  bien  encore 

(2)  Xdx+Ydj'  + Zds. 

Telle  est  l’équation  dillérentielle  à laquelle  doivent  sa- 
tisfaire les  coordonnées  appartenant  non-seulement  à 
la  surface  libre  du  liquide , mais  encore  à toute  surface 
de  niveau  ou  dont  tous  les  points  sont  soumis  à une 
pression  constante. 

326.  Dans  l’intérieur  d’un  fluide , on  distingue  les 
surfaces  de  niveau  par  la  propriété  de  rencontrer  tou- 
jours à angle  dsoit  la  direction  de  la  force  qui  en  solli- 
cite les  molécules  ; en  eflét,  en  désignant  par  u=o  l’é- 
quation d’une  surface  de  niveau , les  cosinus  des 
angles  d’une  normale  à cette  surface  sont  pro|>ortion- 
nels  à 

du  du  du 
dx'  dy'  di  ' 
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or,  de  us=o , on  tire 


(3) 


du  du  du 


et  par  conséquent,  en  appelant  i,u,«  les  angles  de  la 
normale  avec  les  axes  coordonnés  , on  déduit  de  (2) 
et  (3) 

COi.X  COS.^i  COS.v 

D’ailleurs,  X,Y,Z  sont  proportionnels  aux  cosinus  des 
angles  de  U force  accélératrice  avec  les  mêmes  axes  : 
Aoac,  pour  tous  les  points  d'une  surface  de  niveau,  la 
normale  se  confond  en  direction  avec  la  force  accélé- 
ratrice, en  sorte  que  lorsque  cette  dernière  est  con- 
stante de  direction , la  surface  de  niveau  est  plane. 

327.  Dans  le  cas  particulier  où  la  fonction  Xdx-\-Ydy 
-yLdz  est  une  différentielle  exacte,  ce  qui  a lieu 
par  exemple  quand  la  force  accélératrice  émane  d’un 
centre  fixe  ; on  a 

dp 

d!p^  pd/lx^j^^z)  sss  pdu  ou  ^ssdu^ 

9 

— devant  être  une  différentielle  exacte,  il  faut  quep 
f 

soit  en  fonction  de  p , d’où  l’on  conclut  que  dans  toute 
l’étendue  d’une  surface  de  niveau  la  densité  doit  être 
constante. 

328.  D’après  cela  , si  l’on  considère  des  liquides  de 
densités  différentes,  superposés  dans  un  vase,  les 
surfaces  de  contact  ou  de  séparation  seront  nécessai- 
rement des  surfaces  de  niveau  ; car  s'il  en  était  autre- 
ment, on  pourrait  toujours,  par  un  point  d'une  surface 
de  contact , mener  une  surface  de  niveau  qui  lacoupe- 
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rail  en  plusieurs  points , et  par  suite  la  surface  de  ni- 
reau  ne  serait  pas  homo(;ène. 

Dans  le  cas  d’un  liquide  pesant  qui  a une  surface  en 
contact  avec  l’air,  cette  surface  est  nécessairement  ho- 
rizontale, puisqu’elle  est  une  surlace  de  niveau  et 
qu’elle  est  soumise  à une  pression  constante  de  direc- 
tion : seulement , si  cette  surface  avait  une  grande 
étendue  , elle  serait  sphérique  et  homogène. 

Si  des  liquides  de  diverses  densités  sont  superposés, 
il  n’est  pas  nécessaire , pour  qu’il  y ait  mathématique- 
ment équilibre,  qu’ils  soient  superposés  dans  l’ordre 
des  densités , il  suffit  que  les  couches  de  contact  soient 
des  surfaces  de  niveau.  On  doit  remarquer  seulement 
que  l’équilibre  ne  sera  stable,  qu’autant  que  les  cou- 
ches du  fluide  seront  disposées  de  manière  que  les  plus 
denses  soient  les  plus  rapprochées  du  centre  d’où  éma- 
nent les  forces  attractives  qui  sollicitent  les  molécules. 

329.  Dans  le  cas  d’un  fluide  élastique  homogène , 
où  la  densité  est  supposée  proportionnelle  k la  pres- 
sion , la  loi  suivant  laquelle  la  densité  varie  d’une 
couche  de  niveau  à une  autre  est  déterminée.  Posant 
p = ip, 

K étant  un  coefficient  constant , l’équation 

‘^=du 

H 

devient 

k^^du  , 

P 

et  donne  en  intégrant 

U U 

^ k A * 
p = A.c  , f = c 
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A étant  une  constante  arbitraire  et  e la  base  des  loga- 
rithmes hyperboliques. 

Dans  les  questions  qui  se  rapportent  aux  effets  na- 
turels, la  densité  ne  peut  être  supposée  proportion- 
nelle à la  pression  dans  un  fluide  élastique , à moins 
que  la  température  ne  soit  constante  dans  toute  l’éten- 
due du  fluide.  En  général , la  densité  est  une  fonction 
de  la  température  et  de  la  pression.  L’équilibre  exi- 
geant que  le  deuxième  piembre  de  l’équation  dp=fdu 
soit  une  différentielle  complète  , il  faudra  que  p soit 
une  fonction  de  u , cette  équation  étant  intégrée  don- 
nera la  loi  des  pressions , d’où  l’on  conclura  celle  des 
densités , mais  p étant  fonction  de  la  température , il  en 
sera  de  même  de  p , d’où  l’on  conclut  que  la  pression 
et  la  température  seront  constantes  ensemble  et  varie- 
ront ensemble  dans  l’intérieur  du  fluide.  L’équilibre 
ne  peut  donc  subsister  dans  un  fluide  élastique,  à moins 
que  la  température  ne  soit  uniforme  dans  tous  les 
points  d’une  même  surface  de  niveau.  Dans  la  réalité 
cette  proposition  doit  aussi  s’appliquer  aux  fluides  ap- 
pelés communément  incompressibles,  puisque  leur  den- 
sité varie  sensiblement  avec  la  température. 

330.  Pour  donner  une  application  des  résultats  pré- 
cédents , nous  allons  considérer  le  cas  d’une  masse 
fluide  dont  toutes  les  molécules  seraient  attirées  vers 
un  centre  pris  pour  origine  des  coordonnées , avec  une 
force  proportionnelle  à leur  distance  à ce  centre , et 
tourneraient  autour  de  l’axe  des  z avec  une  même  vi- 
tesse angulaire.  Désignant  par  F la  force  d’attraction 
centrale  pour  l’unité  de  masse  et  l’unité  de  distance, 
la  valeur  de  cette  force  au  point  ayant  pour  coordon- 
nées X ,y,  s , sera 
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-F\/j^+y+z' , 

et  ses  trois  composantes  dans  le  sens  des  axes  seront 
respectivement 

— Fx,  — F^,— Fa, 

la  valeur  de  la  force  centrifuge  au  même  point , en  ap- 
pelant ('la  vitesse  angulaire  , sera  l/'x',  y‘,  et  ses 
trois  composantes  dans  le  sens  des  axes  seront  respec- 
tivement ('*x,  v'y  et  0.  Ainsi  la  fonction  désignée 
dans  les  n°*  précédents  par  xdx-\-jrdjr-\-zdz  est  ici 

— F (xdx  ^ydy  -f  zdz)-i-v‘  ( xdx  -f  , 

et  l’on  a par  conséquent , pour  l’équation  difiéren- 
tielle  des  surfaces  de  niveau  et  de  la  surface  même  du 
fluide  supposé  en  équilibre , 

— F(xdx-i-j'dj'-i-zdz)  -f-  v’  (xdx-f-ydy  ) = 0 , 

Comme  le  fluide  doit  évidemment  affecter  ici  la 
figure  d’un  solide  de  révolution  autour  de  l’axe  des  z , 
il  suffit  de  considérer  un  des  méridiens.  En  faisant 
donc  ^^=0  , il  viendra 

— F(xdx-j-zdz)  -f-v'xdx  = 0 , 
équation  qui  donne  en  intégrant 
— F(x’-f-s‘H-/-fx'=A  ou  (F*-|-»*)x’-l-Fz*=A, 

A étant  une  constante  arbitraire.  Ainsi  la  figure  affec- 
tée par  le  fluide  est  un  ellipsoïde  de  révolution  autour 
du  petit  axe,  si  F est  Dans  le  cas  contraire , cette 
figure  est  un  byperbololde  de  révolution  autour  de 
l’axe  imaginaire.  Les  actions  auxquelles  les  parties  des 
fluides  placées  à la  surface  de  la  terre  sont  soumises 
difiërent  peu  de  l’action  d'une  force  centrale  propor- 
tionnelle à la  distance , et  la  force  centrifuge  est  fort 
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petite  par  rapport  à cette  force  centrale;  il  en  résulte 
que  la  6gure  affectée  par  la  surface  des  mers  approche 
beaucoup  d’un  ellipsoïde  de  révolution  dont  le  rayon 
à l’équateur  excède  le  rayon  au  pôle  d’une  fort  petite 
quantité. 

331.  Cherchons  la  pression  hydrostatique  eu  un 
point  d’un  liquide  composé  de  couches  de  différente 
densité  ; la  formule 

dp=^  ÇLdx  -f-  etc.) 

se  réduit  à 

dp=gfdu, 

en  supposant  l’axe  des  x vertical  ; si  nous  désignons 
par  via  première  extérieure,  par  pp'  les  pressions  hy- 
drostatiques exercées  sur  les  différentes  couches,  p,p'... 
leur  densité  et  hk  ...  leurs  hauteurs,  en  intégrant  l’é- 
quation précédente , on  en  tirera  pour  un  point  de  la 
première  couche 

p—^gf  {x—x,)=gfx , 
et  si  on  intègre  entre  les  limites  de  la  couche 
p~-K=gfh  ou  ps:zK-\~gph , 
pour  la  deuxième  couche  on  aura 

et  si  on  va  jusqu’à  la  limite  inférieure  de  cette  couche, 
comme  pour  ce  point 

x=A'-f  A , 

il  viendra 

P'=P+gl‘'k=«+g(h+gp'h' , 

ainsi  de  suite  ; en  sorte  que  pour  la  couche  de  l'ordre  n 
on  aura 
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Or,  il  est  évident  que  la  somme  des  termes  qui  ren> 
ferment  g,  n’est  autre  chose  que  le  poids  d’un  cylindre 
liquide  vertical,  dont  la  hauteur  serait  A'  ou 
la  hauteur  du  liquide  au-dessus  du  point  considéré,  et 
pour  base  l’unité  de  surface  ; en  sorte  que  la  pression 
est  l’équivalent  de  ce  cylindre  augmenté  de  la  pression 
atmosphérique,  ou  bien  d’un  autre  cylindre  qui  se 
prolongerait  jusqu’aux  limites  de  l’atmosphère , ou 
bien  encore,  d’un  cylindre  liquide  terminé  à la  surface 
libre  de  ce  dernier , en  supposant  qu’on  remplace  la 
pression  de  l’atmosphère  par  une  couche  liquide  dont 
le  produit  serait  t. 

On  peut  parvenir  directement  à cette  formule.  En 
eilet , considérons  un  élément  A d’une  couche  LM , 
et  sur  cet  élément  élevons  un  cylindre  : l’équilibre  ne 
sera  pas  troublé  si  nous  supposons  que  ce  cylindre  se 
solidi&e.  Alors  il  sera  pressé  dans  tous  les  sens  ; mais 
les  pressions  horizontales  se  détruisent , et  il  sufiSt  d’a- 
voir égard  aux  pressions  verticales,  en  appelant  n la 
pression  extérieure,  et  p la  pression  hydrostatique; 
l’élément  sera  pressé  de  haut  en  bas  par  ir,  plus  le  poids 
du  cylindre  ; de  bas  en  haut  par  p -,  de  plus  le  poids 
du  cylindre  est 

g-A(()A-f-p'A-f-...;  ; 

on  a donc 

A(p— »)=gA((iA-f-p'A'-f...),  ou 

du  reste  cette  formule  est  comprise  dans  la  formule 
plus  générale 

P =/>o-l-vpXAr. 

Lorsque  « = 0 cette  formule  devient 

p—gïfh  i 
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mais  on  peut  encore  lui  conserver  cette  forme , alors 
même  que  k n’est  pas  nul  ; car,  comme  nous  l’avons 
observé , il  suffit  de  remplacer  la  pression  atmosphé- 
rique par  une  colonne  liquide  : de  même p=gzxeat 
le  poids  d'une  colonne  supportée  par  l’unité  de  surface 
et  prolongée  jusqu’au  vide.  Ainsi  on  pourrait  poser 
pa=gaif>ix, 

parce  que  la  densité  de  l’atmosphère  varie  avec  la 
hauteur,  c’est-à-dire  avec  x. 

99-  332.  Considéronsdes  liquidesdedensilés  diflerentes 

superposés  dans  deux  vases  communiquant  par  un  ca- 
nal , l’équilibre  n’étant  pas  troublé  si  le  liquide  com- 
pris dans  le  canal  vient  à se  solidifier,  et  alors  l’équi- 
libre devant  avoir  lieu  dans  chaque  vase  en  particu- 
lier, les  couches  de  séparation  seront  nécessairement 
planes;  tout  plan  horizontal  passant  au-dessus  du  canal 
de  communication , déterminera  dans  chaque  liquide 
une  tranche  homogène , mais  les  deux  tranches  n’au- 
ront pas,  en  général,  la  même  densité,  tandis  que 
tout  plan  horizontal  qui  coupera  le  canal  de  commu- 
nication , déterminera  une  couche  homogène  dans 
toute  son  étendue  ; enfin,  pour  l’équilibre  , les  deux 
liquides  devront  exercer  la  même  pression  sur  la  base 
ab,ea  sorte  que  si  ir, /sont  les  deux  pressions  exté- 
-•  rieures,  on  aura 

et  de  plus,  si  l’équilibre  doit  être  stable , la  superposi- 
tion des  liquides  devra  être  faite  dans  l’ordre  des  den- 
sités. 

Si  le  canal  de  communication  sc  trouvait  au-dessus 
de  la  base  ab,  alors  on  trouverait,  comme  nous  ve- 
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Dons  de  le  faire  , les  conditions  d’équilibre  de  la  prtie 
comprise  au-dessus  et  dans  le  canal  ; quant  aux  parties 
inférieures,  on  doit  les  considérer  comme  des  liquides 
situés  dans  deux  vases  diilérents. 

333.  Si  un  seul  liquide  homogène  était  répandu 
dans  les  deux  vases,  et  si  de  plus  K=n',  alors  l’équa- 
tion précédente  devient 

rpAo=Z|oA  ou  ho=h  i 

ainsi  les  deux  surfaces  libres  du  liquide  seront  situées 
dans  un  même  plan  horizontal  ; c’est  là  le  principe 
du  niveau  d’eau. 

331^.  Considérons  un  même  liquide  contenu  dans  Fig-  100. 
deux  vases  communiquants , de  manière  que  dans  l’un 
des  vases  il  est  soumis  à une  pression  extérieure  ^ , et 
dans  l’autre  à une  pression  nulle , en  appelant  p sa 
densité,  on  aura  dans  le  cas  d’équilibre 

gfh  = « -f^pè. , d’ou  B = go{h—ho)  =^pH  , 

ce  qui  montre  que  , pour  un  même  liquide  , la  hau- 
teur au-dessus  du  niveau  est  proportionnelle  à la  pres- 
sion extérieure.  Un  pareil  appareil  est  ce  qui  constitue 
ce  qu’on  appelle  un  baromètre. 

Nota.  Dans  le  cas  où  l’on  ne  considère  que  deux  li- 
quides soumis  à la  même  pression  extérieure , l’é- 
quation (t)  devient 

gp„(A.-fA,-[....)=g'p{A-fA'-f...)  ou  ^p.Ho=^pH, 
ou 

poHo— pH , 

ce  qui  montre  que  les  hauteurs  sont  en  rapport  inverse 
lies  densités. 


CHAPITRE  DEUXIÈME. 

ÉQUILIBRE  ET  MOUTEMERT  DES  CORRS  FtOTTARTS. 


S I*'. 

Équilibre  d’un  corps  plongé  en  tout  ou  en  partie 
dans  des  liquides  pesants. 

335.  Nous  allons  faire  voir  d’abord  que  les  pres- 
sions horizontales  se  détruisent  ; pour  cela  nous  allons 
considérer  les  composantes  horizontales  de  ces  pres- 
sions. 

Fig.  loi.  Concevons  un  cylindre  horizontal  circonscrit  au 
corps  solide  et  parallèle  à l’axe  des  y,  la  courbe  de 
contact  divisera  la  surface  en  deux  parties  qu’on  pourra 
concevoir  divisées  en  un  même  nombre  d’éléments 
qui  auront  les  mêmes  projections  sur  le  plan  des  zx. 

Considérons  deux  de  ces  éléments  s et  ^ qui  se  pro- 
jettent sur  le  même  élément  en  b sur  le  plan  des  zx  -, 
les  pressions  hydrostatiques  sont  les  mêmes  sur  un 
même  plan  horizontal,  donc  les  pressions  hydrostati- 
ques en  s, s sont  les  mêmes  et  égales  à p,  donc  les  pres- 
sions sur  ces  élémenU  sont  ps,ps!,  et  alors  b repré- 
sentant la  projection  de  ces  éléments  sui*  le  plan  des 
zx,  la  composante  suivant  l’axe  des^  de  pression  en 
s sera  celle  en  s , — pb\  il  en  sera  de  même  de  tous 

les  élémenU  correspondants  des  deux  surface  S, S',  par 
conséquent  les  pressions  suivant  l’axe  des  y sur  les 
surfaces  s , s'  se  détruisent. 
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Il  en  est  de  même  des  composantes,  suivant  l'axe 
des  Z ; ainsi  les  pressions  horizontales  se  détruisent. 
La  résultante  des  pressions  se  réduit  donc  à celle  des 
pressions  verticales,  c’est-à-dire  suivant  l’axe  des  x. 

Pour  avoir  celle-ci,  concevons  un  cylindre  vertical, 
circonscrit  au  corps  solide  et  parallèle  à l’axe  des  x, 
la  courbe  de  contact  divisera  le  corps  en  deux  parties 
h,k  telles  que  leurs  éléments  auront  deux  à deux  la 
même  projection  sur  le  plan  des  zx.  Soient  k,k  deux 
de  ces  éléments,  et  a leur  projection  commune  sur  le 
plan  horizontal , x,  étant  l’abscisse  du  liquide  corres- 
pondant à ces  éléments,  >r  la  pression  extérieure , la 
pression  totale  exercée  sur  k sera 


pa=ita-{-ag  I fdx  ; 

J X, 

ce  dernier  ternie  est  le  poids  du  liquide  depuis  h jus> 
qu’à  X..  La  pression  sur  l’élément  k est  de  même 

-p'a=—  Tra-f-ag-  f fdx  ; 


donc  la  résultante  de  ces  deux  pressions  se  réduit  à 

çx  rx'  çx! 

—(f>—p)a=—{,ig  I odx—ag  I pdx=—ag^  j pdx  ; 

c’est-à-dire  que  cette  résultante  est  égale  au  poids  du 
cylindre  de  liquide  ayant  a pour  base  , et  pour  hau- 
leury — X,  et  est  dirigée  en  sens  contraire  ; il  en  serait 
de  même  pour  tous  les  éléments  des  deux  surfaces 
k,k,  par  conséquent  pour  la  pression  totale  ; la  pres- 
sion totale  exercée  par  un  fluide  contre  la  surface  d’un 
corps  solide  plongé  dans  ce  fluide,  est  dirigée  de  bas  en 
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haut  et  égale  au  poids  du  liquide  déplacé  par  ce  corps , 
et  par  conséquen  t passe  a u centre  de  gravi  té  de  ce  il  u id  e , 
ou  au  centre  de  figure  si  le  liquide  est  homogène. 

La  même  chose  s’applique  au  cas  où  le  corps  ne 
plonge  qu’en  partie. 

Donc , pour  qu’un  corps  plongé,  en  tout  uu  en  par- 
tie, dans  ce  liquide , soit  en  équilibre  , il  faut  que  le 
poids  du  fluide  déplacé  soit  égal  au  poids  du  corps  , 
et  que  le  centre  de  gravité  du  corps  et  celui  du fluide 
déplacé  soient  sur  la  même  verticale. 

Ces  résultats  auraient  pu  s’obtenir  immédiatement. 
En  eiiet , quand  un  fluide  homogène  se  compose  de 
couches  horizontales  homogènes  et  en  équilibre  dans 
un  vase , en  considérant  une  portion  de  ce  liquide  soli- 
difiée, ce  solide  restera  en  équilibre;  la  résultante  des 
pressions  du  fluide  contre  la  surface  de  ce  corps  est 
donc  une  force  verticale  dirigée  de  bas  en  haut,  égale 
au  poids  du  liquide  solidifié  ; c'est  cette  résultante 
qu’on  nomme  poussée  du  liquide. 

On  voit  que  selon  que  la  densité  du  corps  sera  = 

> 

que  celle  du  fluide  , il  surnagera  , ou  bien  s’y  trouvera 
partout  en  équilibre,  ou  bien  tombera  au  fond  du 
fluide. 

Quand  le  corps  est  homogène  et  entièrement  plongé 
dans  un  liquide  homogène  , alors  les  centres  de  gravité 
coïncident  ; en  sorte  que  le  corps  montera  ou  descendra 
selon  que  sa  densité  sera  plus  petite  ou  plus  grande 
que  celle  du  fluide,  d’où  l’on  déduit  qu’un  corps  ptesé 
dans  un  fluide  perd  une  partie  de  son  poids  , égale  au 
poids  du  fluide  qu’il  déplace. 
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S »• 

Pression  d'un  liquide  pesant  sur  une  surface  plane. 

Centre  de  pression. 

336.  Considérons  d'abord  une  surface  verticale  ABM  Fig.  io3. 
dans  le  plan  des  sey. 

La  pression  en  chaque  point  est  normale  à cette 
surface;  la  résultante  des  pressions  l’est  donc  aussi.  Le 
point  d’application  de  cette  dernière  est  ce  qu’on 
nomme  centre  de  pression. 

Soient  AB  . GO  deux  horizontales  très-voisines  tra- 
cées sur  la  surface  ABM , l’une  ayant  x pour  abscisse . 
l’autre  x-{-Az;  si  u est  la  longueur  AB , uon  sera  sen- 
siblement l’aire  de  ABCD,  et  la  pression  totale  sur 
cette  aire  sera  sensiblement^u  àx,  puisque  la  pression 
hydrostatique  est  sensiblement  constante  dans  la 
couche  (le  niveau  infiniment  mince  ABCD  ; le  centre 
(le  pression  de  cette  aire  sera  à peu  près  en  son  milieu , 
puisqu’elle  est  sensiblement  homogène  ; M , N étant  les 
points  le  plus  haut  et  le  plus  bas  de  la  courbe , et 
_y=fx)  Y=:F  {x)  désignant  les  équations  des  courbes 
NAM,  NBM  , les  coordonnées  du  milieu  de  AB  seront 
X,  et 

/(x)-f-F(x)  Y-l-r 

■ ..II. 011  ■ , 

2 2 

et  par  suite  ce  seront  là  les  coordonnées  du  centre  de 
pression  de  l’aire  ABCD. 

La  pression  totale  sur  l’aire  ANBM  sera 

P=j:/>Max=f  pudx  ou  (1)  P=f  p{'i—y)dx. 

J X„  J Xo 

29 
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Soient  $ n les  coordonnées  du  centre  de  pression,  ces 
coordonnées  se  déterminent  comme  celles  du  centre 
des  Forces  parallèles  ; donc 


de  même 


rx.  rx, 

bI  puxdx  ou  PSssi  pi^—y)dx-, 
J X,  J X, 


il  viendra  donc,  au  moyen  de  la  valeur  de  P, 


(8) 


•/Xo 


•y)xdx 


fV- 

.'Xo 


(S) 


Xi 


p(ï'-^dx 


$ rx' 


f P(Y- 

JXo 


y)dx 


Ainsi , l’op  cpnaalt  les  coordonnées  du  centre  d«  prea> 
sion , et  la  pression  totale  exercée  sur  une  surface  ver- 
ticale. 

Passons  à une  surface  inclinée.  Nous  prendrons  povr 
plan  des  xy  un  plan  parallèle  aux  horiaontales  de  la 
surface;  ces  lignes  s’y  projetteront  en  toute  grandeur; 
la  direction  de  la  pression  totale  sur  la  projection  de 
la  surface  inclinée  sera  la  direction  de  la  composante 
de  la  pression  totale  sur  cette  surface  suivant  l’axe 
des  Z ; les  valeurs  de  $ , » de  la  projection  seront  les 
valeurs  (3)  et  (3);  ces  valeurs  sont  lo*  mêmes  pour  la 
surface  elle-même , puisque  les  horizontales  a=(Y — y) 
sont  égales  de  part  et  d’autre. 

Les  équations  (2)  et  (3)  donnent  aussi  les  coordon- 
nées du  centre  de  pression  de  la  surface  inclinée  ; ce 
centre  sera  entièrement  déterminé. 
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Lorsque  tous  les  milieux  des  tranches  liorieontales 
sont  sur  une  même  droite,  comme  dans  un  triangle,  etc. , 
dont  la  base  est  horizontale , le  centre  de  pression  se 
trouve  lui-méme  sur  cette  droite,  et  alors  il  suffit  de 
la  valeur  des  { pour  la  détermination  de  ce  centre. 

Quant  à la  pression  totale , elle  est  toujours 


Lorsqu’il  s’agit  d’un  liquide  homogène,  les  valeurs 
de  « et  n se  simplifient , car  P peut  toujours  se  mettre 
sous  la  forme g<tx  , qu’il  y ait  une  pression  extérieure 
ou  non.  On  a alors 


1= 


ua^dje 


uxdx 


Comme  nous  l’avons  vu  , cette  valeur  suffit  lorsque  les 
milieux  de  toutes  les  horizontales  sont  sur  une  même 
droite.  Nous  allons  examiner  quelques  cas  parti- 
culiers. 

Pour  un  parallélogramme  dont  les  bases  sont  hori- 
zontales et  ont  pour  abscisses  x„  et  x, , les  bases  sont 
parallèles  au  plan  des  xy  ; mais  le  plan  du  triangle 
peut  être  incliné,  u est  constant  pour  ce  parallélo- 
gramme ; il  vient  donc 


«= 


-^(X.*-X,3) 
-|-(X,*— X„’) 


2 x,*-4-x,r,-f-x.* 

3 Xi-fx. 


Fig.  io|. 


( 4 -^  ^ ) 

2°  Pour  un  tri:mj^le  dont  lab:isc  horizontale  est  pa- 
rallèle à l’aie  des/, 
b étant  la  base , on  a 


d'où 


U j: — Xo  , (X — Xo) 

■—  = , u = b — , 

b X, — Xo  X, — Xo 


f 

i=i^ 


x’(x — Xo)rfx 


p'x(x-. 
J x„ 


Xo)dx 


Au  lieu  d’intégrer  immédiatement,  changeons  la  va- 
riable , et  |)Osons 

X Xo=(X, Xo)«, 


alors  , pour  x — x„  *=0  et  pour  x=x,  a=l , d’où 

f x'adx  j*  o(Xo’-t-2x„(x, — X„)ï-(-(x. — Xo)’a’)</j 

Jo  JO 


i= 


j: 


Xzda 


f. 

JO 


;(x„-f-(x,— X„)a)<ii 


12  1 

Y + -J-  (" 

i ; T 

— X«+— (X.-Xo 
1 iix„*-)-8xo(x, — Xo)-f-3(x, — Xo)’ 

~ "ï 


Ç = 


3Xo-)-2{x, — Xo) 
1 x„’-)-2x„x,-f-3x,* 


2 x'o-|-2x'j 

ce  résultat  est  indépendant  de  l’inclinaison  du  triangle 
sur  le  plan  des  jty. 

Fig.  io6.  337.  Il  serait  facile  d'avoir  le  centre  de  pressioci 
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pour  un  triangle  quelconque  ABC.  On  le  divise  en 
deux  par  une  droite  BD  parallèle  à l’axe  des  j : on 
détermine  pour  le  triangle  ABD  l'abscisse  \ du  centre 
de  pression  , et  la  pression  P exercée  sur  ce  triangle. 
De  même,  pour  le  triangle  BDC,on  aura  aussi  et  P,; 
ainsi,  en  vertu  delà  composition  des  forces  parallèles , 
on  aura  pour  l’abscisse  3 du  centre  de  pression  de  ABC 

PÇ-f-Ff 

P+F 

En6n,  ayant  déterminé  la  pression  et  le  centre  de 
pression  pour  un  triangle  quelconque , on  déterminera 
facilement  le  centre  de  pression  d’un  polygone  quel- 
conque; il  sulEt  de  le  diviser  en  triangles;  alors,  en 
désignant  par  F,  F',  P'"...  les  pressions  sur  ces  trian- 
gles , et  Ç',  X' les  abscisses  des  centres  de  pression 
correspondants,  on  aura 

F4'-1-F'4"-|-... 

338.  Considérons  un  cercle  incliné  sur  le  plan  des 
xy,  nous  ferons  entrer  ici  cette  inclinaison  dans  le 
calcul  ; mais  elle  disparaîtra  dans  le  résultat  définitif. 

Nous  avons  généralement 


rx, 

I uxdx 
J Xo 

représentons  par  t l’angle  du  cercle  avec  une  perpen- 
diculaire au  plan  xy,  par  h l’abscisse  du  centre  C , r 
son  rayon  , nous  allons  remplacer  x par  un  autre  va- 
riable U angle  de  CD  avec  le  rayon  mené  à un  point  A 
dont  l’abscisse  est  x. 
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D’abord  nous  avons 

ucsAm  = 2AB,  ÂBc=rcos.w, 

donc 

u=2rcos.N. 

DétermiDons  maintenant  x en  fonction  de  u , nous 
avons  CB=zsin.w,  et  la  projection  de  CB  sur  le  plan 
des  xy  est  x — h\  d’un  autre  côté  cette  projection  est 
rsin.Tsin.u;  donc  x — A=/*sin.  t sin.w;  on  tire  de  là 

dx=rsin.TCOs.u(iw 

et 

u<ir=Sr’sin.TCOs.(ud«>  ; 

par  conséquent , en  remarquant  que  depuis  s jusqu’à. 
T,  « varie  depuis  — ^ jusqu’à  " on  aura 

2b  à 


x’cof.'kMiu 


X cos.'wdw 


2 


en  remplaçant  maintenant  x par  sa  valeur 
à-|-rsin.Tsin,u  , 
le  dénominateur  devient 

ir  n 


coi.*wd»)-|-r  sin 


fa 

.tI  si 
^ rr 


SID.WCOS 


2 


2 
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Le  dernier  terme  revient  à 


i 


2 


COi.’tàdtt  ; 


qui  est  nul  ; donc  le  dénominateur  se  réduit  à 


C08.’  , 


n 

a 


quant  au  munérateur , il  devient 

n 


■r 


"^in 


4: 


lin.M  coi.'imLi  -f~  i^sinV 


. 2 


iiD.‘*iCOS.'w<iw  ; 


l'intégrale  du  milieu  est  encore  nulle  ; dé  sorte  qu’en 
substituant , la  valeur  de  ( devient 


fc 


lin.’ucos.wiiM 


r’sin.’T  2 


I 


n 

¥ 

jr 

2 


COt.‘u4u 
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J siD*(2u)<4i 


=A+ 


r'sin.'r  2 

~ïh 


r 


cos.’uiiu 


en  vertu  de 
pu  bien  encore 


sin.2»>=2sin.MCOs.w , 


j; 


2 


r’sin.r  J O 


siD.’(2*>)c^» 


4A  « 


çil 

I COS.'m/^ 


ï = A+ 

pn  remarquant  que 

« JT 

e2  çT 

I cos.’u</w=2 1 cos.*u(/h  i 

J TT  J O 

~ ? 

maintenant  il  sera  facile  d’intégrer.  En  eflet , on  ^ 

co(.2w=cos.’h — tin.*u=sl — 2sin.’u 
ou 

1 — co$.4«> 


cos.4«>=l  — 2sin.’(ai»),  sin.’(26))  ± • 


ainsi. 


j*sin.V2«)=  .Lji 


(1 — cos.4w)<A>i=  — M—  ^ sin.4w-}~^> 
2 8 
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de  plus  , en  vertu  de 


1+  cos.au 


on  a encore 


icos.Ww=:—  I; 

J 2 J 


lcos.2w)</u=  — u-j — — sin.au-j-C  , 
2 4 


entre  les  deui  limites  ^ — — ; ces  deux  intégrales  <lc- 

n 

Viennent  chacune — ; par  conséquent 
» 


ç = A-f 


rsin.  T 

*Â~ 


en  elfet , le  centre  de  pression  doit  être  plus  bas  que 
Is  centre  de  gravité. 

339.  Quand  le  cercle  touche  par  sa  partie  supé- 
rieure la  surface  du  liquide,  on  a ;'sin.T=/i;  donc 
alors 

en  sorte  que  o étant  le  centre  de  pression  , on  a 

Ç — A=co=  r, 

4 4 

résultat  remarquable. 


Fig.  io8. 


S III. 

Conditions  de  la  stabilité  des  corps  flottants. 

340.  M étant  la  masse  d’un  corps,  vie  volume  du 
liquide  qu’il  déplace , p la  densité  de  ce  liquide  homo- 
gène, puisqu’il  faut,  pour  qu’il  y ait  équilibre,  que  le 
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poidB  du  liquide  déplacé  soit  égal  au  poids  du  corps , 
on  aura  pour  condition 

ou  pu=M. 

Si  la  densité  du  liquide  est  ^ que  la  densité  moyenne 
du  corps,  U sera  à son  tour  plus  petit  que  le  volume 
du  corps , et  le  corps  ne  plongera  qu’en  partie  dans  le 
liquide  ; il  faut  de  plus  pour  l’équilibre  que  le  centre 
de  gravité  G du  corps , et  le  centre  de  gravité  O du 
liquide  déplacé , soient  sur  la  même  verticale. 

Il  y a évidemment  une  infinité  de  manières  de  satis- 
faire à l’équilibre  d’un  corps  flottant  : car  la  première 
condition  d’équilibre  sera  satisfaite  toutes  les  fois  qu’on 

aura  v=  — , ce  qui  peut  avoir  lieu  de  mille  manières  -, 
P 

car  cela  revient  à couper  le  corps  par  un  plan  tel  qu’en 
le  faisant  coïncider  avec  la  surface  du  liquide , le  poids 
du  liquide  déplacé  par  la  partie  inférieure  du  corps 
soit  égal  au  poids  du  corps  ; un  pareil  plan  se  nomme 
plan  de  flottaison.  Pour  chaque  plan  de  flottaison,  il 
y a un  centre  de  gravité  O du  liquide  déplacé  ; le 
lien  géométrique  de  tous  ces  centres  forme  une  cer- 
taine surface  tracée  dans  le  corps  flottant  ; nous  allons 
voir  quels  sont  les  plans  de  flottaison  qui  conviennent 
à une  position  d’équilibre. 

Supposons  que  KL , K'L'  sont  deux  plans  de  flot- 
taison très-voisins;  soient  O,  O les  points  du  corps, 
centres  de  gravité,  correspondants  du  liquide  déplacé, 
les  parties  plongées  du  corps  dans  lés  deux  cas  au- 
ront la  partie  commune 

KIRLM=V— K, 

V étant  le  volume  d’un  des  onglets  KK'  CR,  ou 
LRL'L. 


D:,:  :edbyCyp^ll. 
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Soient  C,C'  les  centres  de  gravité  des  deux  onglets  , 
S celui  du  volume  V' — y,  le  centre  de  gravité  O sera 
donné  par  la  proportion 

CO  V— K 

le  centre  de  gravité  O'  sera  de  même  déterminé  par 

aC'  V—y  J,  . CO  C'O' 

O-S  ~ OS  ~ ô-s  ’ 

ce  qui  dit  que  la  ligne  OO  est  parallèle  à CC'.  Or  les 
ongletsétant  très-petits,  les  centres  degraviléC.C', peu- 
vent étreconsidéréscommesitués  sensiblement  dans  l’un 
ou  l’autre  des  plans  de  flottaison,  et  par  r/>nséquentdaits 
le  plan  de  flottaison  KL  ; la  ligne  OO'  sera  donc  pa- 
rallèle au  plan  de  flottaison.  Cela  est  rigoureusement 
vrai  à la  limite;  alors  OO'  est  tangente  en  O à la  surface 
des  points  O,  et  comme  cela  a lieu,  quel  que soitle  sens 
dans  lequel  on  a fait  tourner  le  plan  de  flotkiison  d’une 
quantité  très-petite  , il  en  résulte  que  toutes  les  tan- 
gentes eu  O sont  parallèles  à ce  plan  ; donc  le  plan  tan- 
gent en  un  point  quelconqueO  de  la  surfacedes  centres 
de  gravité,  est  parallèle  au  plan  de  flottaison  corres- 
pondant. 

Il  résulte  de  là  que  G étant  le  centre  de  gravité  du 
corps,  la  ligne  GO  est  normale  en  O à la  surface  du 
point  O ; car  dans  le  cas  d’équilibre,  cette  ligne  étant 
verticale,  est  perpendiculaire  au  plan  de  flottaison  qui 
est  horizontal , et  par  suite  aussi  au  plan  tangent  en 
O qui  est  parallèle  au  plan  de  flottaison. 

D’après  cela,  si  l’on  conçoit  tracée  la  surface  des 
points  O , en  menant  du  (H>int  G toutes  les  normales 


Fig.  110. 


/ 
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)>ossibles  à cette  surface,  on  déterminera  autant  de 
points  O qu’il  y a de  normales  , et  par  suite  autant  de 
plans  deflottaison  correspondants  pour  lesquels  le  corps 
flottant  sera  en  équilibre. 

3^1.  Nous  allons  considérer  comme  cas  particulier 
un  corps  divisible  en  deux  parties  symétriques  par  un 
plan  vertical;  on  le  fait  tourner  surlui-méme  de  manière 
que  ce  plan  reste  vertical  et  que  l’on  ait  toujours 
V=  “ ; ce  dernier  volume  étant  également  divisé  en 
parties  symétriques  par  le  plan  vertical,  son  centre  de 
gravité  ne  sortira  pas  de  ce  plan  et  y trouvera  une 
courbe  ABC,  qui  est  l’intersection  de  la  surface  gé- 
nérale des  points  O par  le  plan  vertical  ; si  donc  on 
abaisse  du  point  G des  normales  sur  cette  courbe , à 
chacune  d’elles  correspondra  une  portion  d’équilibre 
du  corps. 

Il  est  à remarquer  que  ces  normales  seront  alterna- 
tivement des  masima  et  des  minima  , parmi  les  rayons 
vecteurs  menés  de  G à la  courbe  ABC.  En  effet  , 

Fig.  ni-  Soient  GO  l’unede  ces  normales.  Mie  centredecour- 
burc  de  O et  placé  d’abord  au-dessous  de  G,  le  cercle 
osculateur  en  O'  étant  à la  fois  intérieur  et  extérieur 
à la  courbe , le  cercle  décrit  du  point  G sera  entière- 
ment intérieur  à cette  courbe  dans  le  voisinage  du 
point  O ; la  normale  GO  .sera  donc  minima  entre  les 
rayons  vecteurs  menés  de  G aux  points  de  la  courbe 
voisine  de  O GO  <;  GO*  < GO". 

Si  le  centre  de  courbure  M était  au-dessous  de  G, 
on  verrait  que  GO  est  maximum  entre  les  rayons  vec- 
teurs voisins  GO  > GO’>  O"' , puisque  le  cercle  dé- 
crit de  G sera  entièrement  extérieur  h la  courbe. 

D’après  cela  toutes  les  normales  abaissées  de  G sur 
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la  courbe,  sunliles  maxima  etminima  entre  les  divers 
rayons  vecteurs  menés  de  G ; de  plus  elles  seront  al- 
ternativement des  maxima  et  minima,  puisque  entre 
deux  maximum  il  y a nécessairement  un  minimum,  et 
un  maximum  entre  deux  minimum.  Enfin  la  courbe 
ABC  étant  formée  , il  y a nécessairement  autant  de 
maxima  que  de  minima,  et  le  nombre  des  positions 
d’équilibre  du  corps  flottant  est  pair. 

Quand  le  corps  flottant  est  en  équilibre,  le  centre  de 
courbure  M s’appelle  métacentre. 

342.  Voyons  maintenant  dans  quel  cas  l’équilibre 
est  stable  et  instable. 

D’abord  si  le  métacentre  est  au-dessus  du  centre  de 
gravité,  l’équilibre  est  stable;  car  si  l’on  déplace  le 
système  de  manière  que  le  centre  de  gravité  O vienne 
en  O'  très-voisinde  O , la  normale  au  point  O'  passera 
en  M , puisque  ce  point  est  l’intersection  de  deux  nor- 
males voisines.  Le  poids  appliqué  en  G sera  parallèle 
à MO,  et  il  est  évident  que  l’efiet  des  deux  forces  G L, 
M K , tend  à ramener  les  deux  points  M et  G dans 
leur  première  position. 

Au  contraire  , lorsque  le  métacentre  est  au-dessous 
'du  centre  de  gravité  , c’est-à-dire  lorsque  la  normale 
est  au  maximum,  l’équilibre  est  instable  ; carsi  on  dé- 
range très- peu  la  position  d’équilibre,  l’effet  des  forces 
MK,  GL,  est  de  ramener  G,  M,  dans  une  position 
verticale  ; mais  G est  au-dessous  de  M , par  suite  à 
faire  chavirer  le  corps.  Donc,  etc. 

On  voit  que  les  positions  d’équilibre  stable  corres- 
pondent auj:  normales  minima,  et  celles  d’équilibre 
instable  aux  normales  maxima. 


Fig.  m. 


« 
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Les  positions  d’équilibre  stable  et  iosluble  se  suc- 
cèdent donc  alternativement. 

3^3.  Si , comme  application , on  considère  un  cy- 
lindre droit  plongé  dans  un  liquide  et  ayant  ses  arêtes 
horizontales , le  plan  vertical  mené  à égale  distance 
des  bases  perpendiculaires  aus  arêtes  coupera  le  cy- 
lindre en  deux  parties  symétriques;  il  est  évident 
que , dans  ce  cas , la  courbe  décrite  par  le  centre  de 
gravité  dans  le  plan  vertical  sera  un  cercle;  il  y aura 
une  intinité  de  positions  d’équilibre. 

34i».  Considérons  le  cas  d'un  prisme  triangulaire  , 
que  l’on  fait  tourner  de  manière  que  ses  arêtes  restent 
horizontales  ; il  nous  sera  facile  de  trouver  le  chemin 
parcouru  par  le  centre  de  gravité  du  liquide  déplacé  : 
ce  chemin  sera  tracé  dans  le  plan  vertical  mené  à égale 
distance  des  bases  du  prisme. 

Supposons  d'abord  qu'une  seule  arête  C plonge  dans 
le  liquide  , ABC  étant  la  section  faite  à égale  distance 
des  bases  dans  le  prisme,  DEC  la  section  du  prisme  de 
liquidedéplacé,  le  centre  de  gravité  du  prisme  total  sera 
en  G centre  de  gravité  de  ABC  . celui  du  liquide  dé- 
placé en  O centre  de  gravité  de  ki  section  DEC  ; pen- 
ilant  que  le  prisme  tourne  sur  iui-raéme  , la  section 
DEC  doit  rester  constante , pour  que  le  poids  du  li- 
quide déplacé  reste  le  même  ; il  est  facile  de  voir  que 
dans  ce  mouvement  le  centre  de  gravité  O décrira  une 
hyperbole  ; en  effet , AC , BC  , étant  pris  ptour  axes 
des  J*  et  X , on  aura  pour  les  coordonnées  de  O 

j.-=  i CD,  * CE , d’où  ay=  ^ CEx  CD; 

3 V 7 

Or,  la  surface  constante  DEC , ou 


doDC 


\ 
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~ GE"— DG*sin.a  f 


^=;r- — B- 
9sin.a 


La  courbe  en  question  est  donc  une  hyperbole , dont 
AC  et  BG  sont  les  asymptotes. 

Il  en  serait  de  même  si  l’une  des  arêtes  A ou  B 
plongeait  dans  le  liquide  ; on  aurait  deux  nouvelles 
portions  d’hyperbole  décrites  par  le  centre  de  gravité 
du  liquide  déplacé. 

Il  est  encore  facile  d’avoir  la  courbe  décrite  quand  ^'8 
deux  arêtes  A et  B , par  exemple , plongent  dans  le 
liquide  ; la  surface  DEBA  devant  rester  constante  dans 
le  mouvement  du  prisme , la  surface  GDE  sera  aussi 
constante;  le  centre  de  gravité  F de  GDE  décrira  donc, 
en  vertu  de  ce  qui  précède , une  hyperbole  dont  AC 
et  BC  sont  les  asymptotes.  O étant  le  centre  de  gra> 
vitéde  ADEB , le  centre  de  gravité  G du  triangle  total 
ABC  s’obtiendra  en  divisant  OF  en  deux  parties  telles 
que 

GO  _ CPE 
GF  ■"  ADEB’ 

lea  deux  termes  de  ce  rapport  étant  constants,  on  voit 
que  dans  toutes  les  portions  du  prisme  flottant  le 
rapport  des  rayons  vecteurs  GO,  GF,  sera  constant;  la 
courbe  de  O sera  donc  une  courbe  semblable  à celle  de 
F ; elle  sera  donc  aussi  une  hyperbole , mais  inverse- 
ment placée. 

Par  les  points  G et  G menons  la  droite  CGC'  telle  “*• 
qu’on  ait 

GC  GF 
GG  ~ GO  ’ 
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■le  même  pour  les  sommets  R et  A.  Ou  obtiendm  ainsi 
iiii  triangle  A'R'C',  dont  les  côtés  sont  parallèles  à ceux 
de  ABC , et  dont  les  sommets  sont  sur  les  droites  qui 
Joignent  les  sommets  du  triangle  donné  au  centre  de 
gravité  G ; en  outre  , on  peut  démontrer  que  si  on 
mène  les  cordes  qui  joignent  les  points  de  raccorde- 
ment de  nos  six  courbes  , l’hexagone  formé  a ses  six 
côtés  respectivement  parallèles  aux  côtés  de  nos  deux 
triangles  ; enfin , que  les  diagonales  de  cet  hexagone 
se  coupent  toutes  au  centre  de  gravité  G. 

On  voit  qu'il  y aura  six  portions  d'hyperbole  dé- 
crites parle  centre  de  gravité  du  liquide  déplacé  ; aux 
])üints  qu’elles  auront  de  communs  elles  seront  tan- 
gentes l'une  à l’autre  , car  en  chaque  point  d’une  des 
courbes  la  tangente  devant  être  parallèle  à la  ligne 
de  flottaison  DE , les  tangentes  au  même  point  devront 
se  confondre  en  une  seule  : les  deux  courbes  seront 
donc  tangentes. 

11  y aura  autant  de  positions  d’équilibre  que  l'on 
pourra  abaisser  de  normales  du  point  G sur  toutes  les 
hyptrboles;  or,  sur  une  portion  d’hyperbole,  on  peut 
au  plus  en  abaisser  trois  ; il  y aura  donc  au  plus  dix- 
huit  positions  d’équilibre. 

Lorsque  le  triangle  est  équilatéral  , les  positions 
d'équilibre  se  ramènent  à trois. 

33^5.  Cherchons  maintenant  la  condition  analy- 
tique de  la  stabilité  et  de  l'instabilité  des  corps  flot- 
tants. 

Pour  cela , nous  allons  démontrer  généralement 
que  le  centre  de  gravité  d’un  plan  de  flottaisou  d’un 
corps  homogène  est , sur  son  intersection  HI  avec  le 
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plan  de  flottaison  infiniment  voisin  K'L'.  En  effet , 
soient  Q et  Q'  les  centres  de  gravité  des  aires 

KHI'=A,  HIL=A', 

le  centre  de  gravité  de  KL  s’obtiendra  en  divisant 
QQ'en  deux  parties  réciproquement  (iroportionnelles 
à ces  aires  A et  A'  : 6 étant  l’angle  infiniment  petit 
des  deux  plans  de  flottaison  , r et  r'  les  distances  QR, 
Q'R'  des  centres  de  gravité  Q,  Q'  à Hl,  comme  on  peut 
considérer  les  volumes  des  angles  comme  des  solides 
de  révolution , nous  aurons  par  Guldin 
KK'HI=A  r9 , LL'H1=AV6  ; 
or,  ces  deux  volumes  sont  égaux,  ainsi 
'•;r'c  ; A':  A ; 

et  à cause  des  triangles  semblables  QRG  , Q'R'G  , on 
aura  donc  aussi 

QG:Q'G;:A':A, 

le  point  G est  donc  le  centre  de  gravité  du  plan  de 
flottaison. 

Ce  théorème  général  démontré  , revenons  au  cas  où 
le  corps  flottant  est  divisé  en  deux  parties  symétri- 
ques par  un  plan  vertical. 

La  ligne  HI  étant  l’intersection  de  deux  plans  per- 
pendiculaires au  plan  vertical,  est  elle-même  perpendi- 
culaire à ce  plan , et , par  suite  , à toute  droite  menée 
dans  ce  plan,  à QQ'  ; QQ'  sera  donc  la  somme  des 
distances  QR  , Q'R' , de  Q et  Q'  à HI  : soit  a un  petit 
élément  de  QHI,  r sa  distance  Hl,  Sar  sera  semblable- 
ment l’expression  de  l’élément  de  l’angle  correspon- 
dant à cet  élément  a , or  par  Guldin  le  volume  total  de 
l’angle  sera 

r'=(i;ur.  (1) 

30 
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or,  en  vertu  de  la  formule  générale  qui  sert  à déter- 
miner le  centre  de  gravité , on  a 


QG= 


ar''  $iar' 


6ar-(-9a'r'  iiar' 

et  si  on  pose 

ïflr’=A', 

il  vient , en  vertu  de  (l) , 

qg=!Îi. 


On  aurait  de  même 


6k' 

Q'G=-, 


et  comme 


on  a 


QQ 


QG-|-QG=QQ', 


K étant  le  moment  d’inertie  de  la  surface  de  flottaison 
par  rapport  à HI. 

Fig.  117.  Remarquons  que  o,  o',  étant  les  centres  de  gravité 
du  liquide  déplacé  dont  le  volume  est  V,  correspon- 
dants aux  deux  plans  de  flottaison  KL,  K'L',  la  ligne 
00'  est  parallèle  à QQ' , et  on  a 

QQ  \ ,9* 

— ^ = — ; par  conséquent  00  = — ; 

00  * ’ V 

de  plus  9 étant  l’angle  des  deux  plans  de  flottaison 
consécutifs  , est  aussi  l’angle  des  deux  normales  Mo, 
Mo',  et  M étant  le  centre  de  courbure , le  r.iyon  de 
courbure 
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ou  bien,  en  vertu  de  la  valeur  de  oo', 

Mo=A, 

nous  savons  que  la  condition  de  stabilité  est  Mo]>oG. 
Appelons^  la  distance  oG  desdeux  centres  de  gravité, 

la  condition  analytique  de  la  stabilité  sera  ^ h. 

Nous  allons  maintenant  exprimer  cette  condition 
en  fonction  des  données  dans  des  cas  particuliers. 

346.  1°  Ginsidérons  un  cylindre  ou  un  prisme  dont  Fig.  ■ is 
les  arêtes  sont  horizontales,  homogène  et  plongé  dans 
un  liquide  homogène  : le  plan  de  flottaison  sera  un 
rectangle  MNRL  , dont  un  des  côtés  est  égal  à c lon- 
gueur des  arêtes,  et  l’autre  è;  la  ligne  HI  le  divisera 
en  deux  parties  égales. 

Il  est  facile  d’avoir  le  moment  d’inertie  de  la  surface 
de  ce  rectangle  par  ^apport  à HI.  Soit  pq  une  branche 
infiniment  petite  dont  les  ordonnées  extrêmes  sont  y 
et  y -f-  ày,  l’aire  de  ce  petit  rectangle  sera  a = ciy,  le 
moment  d’inertie  de  la  moitié  du  rectangle  sera 

b 


y'dy=c-. 


uiyz=ciy'b.y , ^ j* 

et  celui  du  rectangle  entier 

13 

d’ailleurs  B étant  la  base  du  prisme  on  a 
V=CB,d-o«  = 

Ainsi  la  condition  destabilité  est 
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6> 

12.B^  ’ 


h étant  la  distance  des  centres  de  gravité  des  corps  et 
du  liquide  déplacé. 

Fig  119.  347.  2*  Supposons  que  le  corps  plongé  soit  un  ellip- 

soïde pesant  et  homogène , toujours  coupé  en  deux 
parties  symétriques  par  un  plan  vertical. 

II  est  évident  qu’on  aura  une  position  d’équilibre  si 
l’un  des  axes  est  vertical.  Voyons  dans  quels  cas  1 
quilibre  sera  stable  ou  instable  , le  centre  de  gravité 
étant  à son  centre. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  trois  axes  de 
cet  ellipsoïde  : son  équation  sera 


a* 


r Z 


celle  du  plan  de  flottaison 

x=GI=H: 

la  surface  de  flottaison  est  une  ellipse  dont  l’équation 
est 

b'^  c'  a'’ 


OU 


iï;:  + 


B*  ^ C ’ 


en  posant 
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Considérons  une  tranche  pq  de  celte  ellipse.  Son  Fig. 
épaisseur  est  sa  longueur  2^,  son  aire  est  donc 


2C 


, ou  -g-  k ; 

le  moment  d’inertie  de  la  i ellipse  KL  sera 


ou , à la  limite , 


2C  . , 

■g 


tJo 


le  moment  d'inertie  de  la  surface  entière  de  flottaison 
sera  donc 

Pour  eflectuer  l'intégration,  posons_y=B  sin.  a;  alors 
pour 


d’où 


y=0,  a=0,  pour  ^^=8,  a=-^, 

4 


>(F=B  cos.  ada,  \/ B'—y—Bi/ 1— sin.*a=Bcos.  « ; 
donc 

TT 

^=4B*C  j sin.*acoS.*o</gi=BKj  | sin.’(2a)  du  ; 

JO  Jo 

et , comme  nous  le  savons  , celte  intégrale  est  égale  à 

- ; donc 

h 

L ^ nw'  " ; t ^ . W'V  r.  b'  bc 

*=4®'-=î‘^ (’-?)  =ï  ? 
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Il  reste  à avoir  la  valeur  de  V.  La  distance  h des  deux 
centres  de  (gravité  est  égale  à l’abscisse  ( do  centre  de 
gravité  du  liquide  déplacé  ; la  condition  de  stabilité 
est  donc 

i >«  ou  *>Vî; 
or 

V=  r Udx, 

Jh 

U étant  l’aire  d’une  section  quelconque  parallèle  au 
plan  Y*i  ' 

VÇ=  r Uar<lr, 

Jh 

l’aire 

donc 

Vï=nèc 

intégrale  qui  se  réduit  à 
V bc 

4 a 


Comparant  cette  valeur  à celle  de  K,  on  voit  que 


L~  — 


il  J aura  donc  stabilité  d’équilibre  dans  le  sens  des  y 
si  c’est-à-dire  si  l’axe  horizontal  des  y est  plus 

grand  que  l’axe  des  x-,  de  même  il  j aura  stabilité  dans 
le  sens  desz  si  C^a  : pour  qu’un  ellipsoïde  soit  dans  un 
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équilibre  stable , il  faut  donc  que  l’axe  vertical  soit  le 
plus  petit  des  trois  axes. 


S IV. 

Oscillations  d’un  corpsjlottant  ^métrique  par  rapport  Fig . 
à une  section  uerticale. 

348.  SoientKL/>la  section  verticale  par  rapport  à la- 
quelle le  corps  est  symétrique  , KL  la  trace  d’un  plan 
de  flottaison  correspondant  à une  position  d'équilibre 
stable  ; supposons  que'  le  corps  soit  écarté  d’une  très- 
petite  quantité  de  sa  position  d’équilibre  : il  y revien- 
dra par  de  petites  oscillations.  Soit  K"L"  la  trace  de 
la  surface  supérieure  du  liquide  sur  le  plan  vertical 
au  bout  du  temps  t.  Par  le  point  I , centre  de  gravité 
de  KL  , menons  le  plan  K'L'  parallèle  à K"L"  ; ce  plan 
étant  très-peu  éloigné  de  KL,  et  passant  par  son  centre 
de  gravité,  sera  un  plan  deflottaison,  le  volume  au-des- 
sous de  K'K'  sera  donc  le  même  que  celui  au-dessous  de 
KL  : appelons  i la  distance  IN  des  deux  pians  KL,K"L". 

Comme  nous  le  savons,  le  mouvement  du  corps  est 
déterminé  par  le  mouvement  du  centre  de  gravité  G , 
dans  lequel  on  a concentré  toute  la  masse  M du  corps, 
et  sollicité  par  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  ce 
corps , et  de  plus  parle  mouvement  de  rotation  autour 
du  centre  de  gravité , ce  mouvement  s’effectuant  au- 
tour d’un  axe  passant  par  G,  et  de  plus  parallèle  à 
l’axe  des  z , puisque  la  section  KLP  ne  sort  du  plan 
vertical  des  jçy. 

Or,  toutes  les  forces  qui  sollicitent  le  corps  sont 
verticales  ; de  plus  on  suppose  qu’il  n’y  a pas  de  vitesse 
initiale  ; le  mouvement  du  centre  de  gravité  G sera 
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donc  rectiligne  et  vertical  ; l’équation  de  son  mouve- 
ment sera  donc  de  la  forme 


T 


Il  s’agit  de  déterminer  X -,  cela  n’oiire  pas  de  difficulté. 
En  effet,  quand  K"L"  coïncide  avec  la  surface  supé- 
rieure du  liquide,  la  poussée  est  égale  au  poids  du  li- 
quide déplacé  par  K"L"P.Ce  poids  se  composedu  poids 
gp\  du  liquide  déplacé  par  K'OP,  et  appliqué  eno’; 
plus  du  poids  compris  dans  K'L'K"L",  qu’on  peut  assi- 
miler à un  cylindre  ayant  r pour  hauteur  et  pour  base 
K'L'=  sensiblement  KL=A-,  ce  poids  est  doncgpAi,  et 
peut  sans  erreur  être  considéré  comme  appliqué  en  I. 
Au  bout  du  temps  t,  la  poussée  du  liquide  sera  donc 
gp(V -f- A()  ; elle  agit  de  bas  en  haut;  le  poids  du  corps 
est  égal  au  poids  gfV  du  liquide  déplacé  par  KLp. 
Toutescesforces  doivent  être  considérées  comme  appli- 
quées au  centre  de  gravité  G ; elles  agissent  en  sens 
contraire-,  leur  différence gpAi  est  donc  la  force  qui 
sollicite  le  centre  de  gravité  : on  a donc 

X=— g-pA., 

puisqu’elle  agit  de  bas  eu  haut;  de  là 

M—  =~gpAi  ou  — =n—gAti 

et  si  pour  simplifier  nous  posons 
V _l 
Â ~H’ 

(H  est  cc  qu'on  appelle  la  hauteur  moyenne  de  KLP^ 
l’équation  du  mouvement  du  centre  de  gravité  sera 
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L’oscillation  du  corps  flottant  est  déterminée  par 
les  variations  de  ■ et  9 angle  des  deux  plans  KL,  K"L", 
ou  KL,K'L'  nous  avons  à déterminer  deux  équations 
entre  ■ , 9 et  / ; l’équation  (1)  va  nous  en  fournir  une. 
Posons 

GI=/,  IF=6,  FG=a,  FGI=J; 
au  bout  du  temps  ton  a 

Ç=GE=f-f-GH;  01  HGF  = 9; 

par  suite, 

HGI=^+9  et  GH=/cos.(«+S); 
or 

cos.(J-f-9)  = cos.Jcos.9— sin.iSin.9=cos.J — 9$in.J, 
en  remarquant  que  ^ est  très-petit  ; on  a donc 
GH=/cos.^ — 9/sin.J=<*— 69; 

donc 

69, 

et  différenciant 

£!  — £l  _* 
de  ~ dë  dt" 


et  en  vertu  de  (1)  il  vient 

(2) 


•£l  q_C‘  =o: 

de  de  ^ H 


telle  est  l'une  des  équations  qui  lient  i,  9,  t.  Si  on  avait 
6=0,  c’est-à-dire  si  les  points  I et  G se  trouvaient 
sur  une  même  verticale  pendant  le  mouvement,  on  au- 
rait immédiatement  une  équation  entre  i et  t 

— ~—IL 
de  H ’ 

qu’il  est  facile  d’intégrer,  car  on  peut  l’écrire  ainsi  : 


Fig.  l'ii 


ou 
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* 

dt  dt~  H ’ 


di  jdt 

Si^dt 


et  intégraut  à partir  de  r=0. 

di  dt  d>^ 

^ aune  valeur  initiale  nulle, car-r-  =-j-,  et  la  vitesse 
dt  dt  dt 

initiale  du  centre  de  gravité  est  nulle  : de  là 


intégrant  encore  à partir  de  t=0, 


ur  cos. — =± 


ou 


équation  semblable  à celle  qui  lie  9 et  t dans  le  pendule 
simple. 

La  longueur  < varie  donc  comme  9 dans  le  pendule 
simple;  le  point  I oscille  comme  un  pendule  simple; 
le  temps  d’une  oscillation  complète  s’obtient  en  posant 
• = •»,  d’où 

(ü)  t=2ir\/j. 

La  deuxième  équation  qui  lie  f,9  et  t s’obtiendra  au 
moyen  de  la  deuxième  équation  du  mouvement  du 
corps,  celle  du  mouvement  autour  du  centre  de  gra- 
vité ; comme  nous  l’avons  déjà  dit , ce  mouvement 
s’effectue  autour  d’une  parallèle  à l’axe  des  z , son 
équation  est  donc 
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xj^,z,  étant  les  coordonnées  relatives  à des  axes  pas- 
sant par  le  centre  de  gravité  et  parallèles  aux  pre- 
mières. 

, Le  premier  membre  de  cette  équation  est  la  difle-  Fig.  ix3. 
rentielle  de  la  somme  des  projections  des  moments  li- 
néaires , de  la  quantité  de  mouvement  sur  l’axe  des 
X , et  le  deuxième  la  somme  des  projections  des  mo- 
ments linéaires  des  forces  sur  le  même  axe.  Ces  deux 
expressions  sont  faciles  à trouver  ; car  soit  m un  élé- 
ment quelconque  du  corps  , il  décrira  autour  de  G un 
arc  S=r(^a — f étant  sa  distance  à G ou  à l’axe  des  z, 
car  tons  les  points  décrivent  autour  de  G un  angle  6, — è 
dans  le  temps  t ; on  aura  donc 


di 


la  quantité  de  mouvement  de  m est  donc 

dB 

et  la  projection  de  son  moment  linéaire  sur  l’axe  des  z 

,d0 


la  diilérentielle  de  cette  projection  est  donc 


et  la  somme  de  toutes  ces  projections , c’est-à-dire  le 
premier  membre  de  (3), 


(♦) 


MR 


.^9 

dt" 
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R étant  une  moyenne  entre  toutes 'fes  valeurs  de  r.  Le 
deuxième  membre  s’obtient  aussi  aisément;  en  effet,  les 
trois  forces  qui  sollicitent  le  système  sont  en  G , 
gf  de  haut  en  bas  , gfW  en  of  de  bas  en  haut , et 
ÿpAi  en  I idem.  Toutes  sont  verticales , et  pour  toutes 
Y=0;  pour  celles  en  G X=g'pV,  en  o'  X= — gTpV,  en  I, 
X = — grpAi;  le  moment  de  la  première  est  nul;  les 
moments  de  ces  deux  dernières  sont 

^pVGQ,  é'pA.HI, 

GQ  étant  la  distance  de  la  direction  o'M  au  centre  des 
moments.  Or 

GQ=GM  sin.0=GM9, 

et  comme 

GM=Mo±Go=5±A, 

selon  que  G est  au-dessus  ou  au-dessous  de  o ; donc 

GQ=(5±a)g; 

de  plus 

HI  =/‘sin . = scnsiblcmenl/sin  .^=  b, 

la  somme  des  moments  linéaires  des  forces  projetées 
sur  l’axe  des  z est  donc 

(5)  ^pV  9-f-gpAèi; 

donc  , égalant  cette  expression  à l’expression  (A)  en 
vertu  de  (3),  il  vient 

— -f  a)«-|-^pAA., 

et  remarquant  que 
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M „ A \ . - b 

S“  ’V~H’  R*  ®‘*"H  R-‘ 


posons  pour  simplifier 

(I-) 

R* 


1 1 _ 1 

H'  HR*  ~H"’ 


(6) 


dt‘‘+  H-  9+u«‘-0- 


= 0; 


Telle  est  b deuxième  équation  qui  lie  c,  e et  t ; si  l’on 
avait  &=0  cette  équation  donnerait 


équation  entièrement  de  la  même  forme  que  celle  qui 
lie  c et  t quand  ÿ = 0,  c’est-à-dire  que  celle  du  pen- 
dule. 

349.  Ou  voit  donc  que  quand  i=0,  c’est-à-dire 
quand  G et  I sont  sur  la  même  verticale,  les  oscillations 
déterminées  par  < et  0 sont  toutes  deux  isochrones. 

C’est  encore  ce  qui  a lieu  lorsque  b n’est  pas  nul , 
car  les  deux  équations  qui  déterminent  le  mouvement 
sont 


(1) 


<Tt  eTS  gi 

—b 1-  -2—  =0, 

■ '*  ^ H ’ 


dt 


dû 


et 

(6) 


ce  sont  les  deux  équations  simultanées  qu’il  faut  inté- 
grer. Multiplions  (6)  par  Âet  ajoutons , il  viendra 


(7) 


= 0. 
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Multiplions  maintenant  (6)  par  une  indéterminée  > , il 
viendra  en  l'ajoutant  à 


(7) 


ou  bien 


(8)«f 


(•4-18)  {{bg\-^b'g) 


de 


\ H" 


iV- 

H)C 


g^+bg 

H' 


I g*) 

H"  "^H 


8\  =0| 


on  peut  ramener  cette  équation  à ne  renfermer  qu’une 
variable  (-f*^8  , en  déterminant  de  manière  que 


(9) 


X+b 


‘'^bl+b-  1 

H" 


e = t+).8, 


d’où  deux  valeurs  \ et  ^ pour  , ces  deux  valeurs 
seront  de  signe  contraire,  car  l’équation  (9)  se  ra- 
mène à 


équation  dont  les  racines  seront  de  signe  contraire , 
puisque  le  terme  seul  connu  est  négatif  : l’équation  (8) 
prendra  en  posant 


la  forme 


b\+b'  1 1 

H " H ~ H " 


æ 


(i-fiS) 

de 


On  voit  que  cette  forme  est  la  même  que  celle  des 
équations  précédentes  ; seulement,  au  lieu  d’une  varia- 
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ble  ( ou  9,  ona  t-^-X9;  nous  aurons  pour  l’intégrale , 
pour  les  deux  valeurs  X,  de  > : 


(17) 


.4-X,9=(,.-l-1.9o)cos.^^)^, 
«+X,9= (io-|->,9,)cos.  ^ ^ ^ ' 


( H,  et  étant  ce  que  devient  H'"  pour  X = >,  et  X — X,) . 

350.  Remarquons  que  si  sur  KL  nous  posons  IT^X,,  Fig.  134. 
IT,  = X,  et  en  sens  contraire , puisque  X,  et  >,  sont  de 
signes  contraires , les  valeurs  S, T,  et  S,T,  seront  sem- 
blables à celles  de  X, 9,  X,9,  et  nous  aurons 

t-f-X,9=T,U,=«,,  •-|-Xrf=T,U,=«,, 

en  vertu  des  équations  (1);  on  voit  donc  que  les  lon- 
gueurs I,,  (,  varient  conune  > dans  le  cas  de  i =0  : les 
deux  points  Ti , T,  oscillent  donc  comme  des  pendules 
simples  ; il  existe  donc  dans  le  cas  général  deux  centres 
d’oscillation. 


CHAPITRE  ’PROISIÈME. 

ÉQCILIBBE  DES  rmiDES  ÉI.ASTIQDES.  mVEUEMEnT 
SASOMÉTSIQUE. 

351.  Considérons  en  premier  lieu  un  fluide  élastique 
homogène  contenu  dans  un  vase  et  soumis  à l’action 
de  la  gravité , que  l’on  regarde  comme  une  force  verti- 
cale constante.  Admettons  de  plus  que  la  température 
soit  uniforme  dans  toute  l’étendue  du  fluide , ce  qui 
permettra  d’écrire,  conformément  à la  loi  de  Mariette , 
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P désignnnt  la  [iression  qui  a lieu  dans  un  point  quel- 
conque . P la  densité  du  fluide  en  ce  point , et  /c  un 
coefficient  constant.  On  obtiendra  la  loi  de  l’équilibre 
du  fluide  , en  remarquant  que  x désignant  l’ordonnée 
verticale  d’un  point  quelconque  comptée  de  bas  en 
haut  à partir  d’un  plan  horizontal  fixe , on  a ici 

k A 

p=zK.e  * , ou  x=-  log.  —, 

S P 

A étant  une  constante  arbitraire.  Et  si  l’on  nomme  P 
la  pression  qui  répond  au  point  dont  l’ordonnée  verti- 
cale est  X , on  aura 

?(X-x)  ^ P 

p=P.e*  , ou  j: — X=  - loa. 

g P 

Cette  équation  donnant  pour  x une  valeur  infinie 
lorsqu’on  fait  p=o , on  voit  que  l’on  ne  peut  supposer 
qu’aucune  pression  n’est  exercée  sur  la  surface  supé- 
rieure du  fluide , sans  admettre  en  même  temps  que 
la  hauteur  de  la  colonne  de  fluide  est  infinie.  Mais 
comme  la  densité  devient  nulle  en  même  temps  que 
la  pression  , il  faut  seulement  entendre  par  ce  résultat 
que  l’on  ne  peut  spécifier  la  hauteur  à laquelle  se  ter- 
mine le  fluide. 

Considérons  maintenant  plusieurs  gaz  ou  vapeurs 
soumis  à l’action  de  la  gravité  et  contenus  dans  un 
même  vase,  en  supposant  comme  ci-dessus  la  tempé- 
rature constante.  On  sait,  parles  recherches  des  ph^rsi- 
ciens:  1°  que  ces  fluides,  parvenus  à un  état  d’équilibre, 
se  trouveront  mélangés  complètement  de  manière  à 
former  un  corps  homogène  ; 2°  que,  dans  cet  état,  cha- 
que fluide  supporte  une  partie  de  la  pression  totale 
égale  à celle  qu’il  supporterait  s’il  remplissait  seul  le 
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Tném«  espace.  Soient  pour  un  point  quelconque 
fi'PvP*’  densités  des  divers  fluides  qui  forment 

le  mélange  ; px,pi,p,,  etc.,  les  parties  de  la  pression  to- 
tale P qu’ils  supportent  respectivement.  On  aura 

P.=h,,  P^f„  etc., 

etc. , désignant  des  coefficients  constants  , et 
/'=/».+/».+Pi+etc. 

La  densité  p du  mélange  sera  évidemment  la  somme 
p,-f-p, -|-p,-)-etc.  des  densités  de  chaque  ga*.  Donc  ici 
l’équation  h=po  devient 

*.P,+*^.+*#.+etc.=*  (p,+p,-fp,-f-etc.) , 

d’où 

^>°i+*i.°.~l~*iPi+etc. 

*=r  p,+p,-|-p.-fetc. 

Cette  expression  de  k doit  être  substituée  dans  la 
formule  précédente  qui  devient  ainsi 

(p.+P.+p.+etc.lg-  P 

quand  on  veut  l’appliquer  à un  mélange  de  plusieurs 
gaz. 

352.  Nous  avons  supposé  qu’il  s’agissait  d’un  fluide 
contenu  dans  un  vase  ; mais  si  l’on  voulait  considérer 
l’équilibre  d’un  fluide  occupant  un  grand  espace,  ou 
même  l’équilibre  de  l’atmosphère  terrestre  dans  toute 
son  étendue , il  est  évident  que  les  résultats  précédents 
|H>urraient  être  appliqués , en  supposant  la  direction 
commune  de  la  gravité  et  des  ordonnées  x perpendi- 
culaire à la  surface  des  eaux , qui  est  nécessairement 
ici  une  surface  de  niveau.  Ces  résultats  donnent  l’ex- 
pression de  la  différence  de  niveau  de  deux  points  quel- 
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conques  du  fluide  au  moyen  du  rapport  des  pressions 
qui  ont  lieu  respectivement  dans  ces  deux  points.  Mais 
comme  les  formules  précédentes  ^ sont  fondées . sur 
l’hypothèse  d’une  température  constante,  et  d’une  no- 
tion constante  exercée  par  la  gravité , hypothèses  qui 
ne  s’accordent  point  arec  l’état  réritahle  de  l’atmo- 
sphère, elles  ne  peuvent  être  employées  à la  mesure  des 
hauteurs  par  l’observation  du  baromètre. 

Pour  établir  les  formules  dont  cette  mesure  exige 
l’usage , on  doit  reprendre  l’équation  dÜTérentielle 

<^>=:fd(!Ldjc-\-Ydy-^Zdz) , 
qui  devient  ici  ' 

et  intégrer  cette  équation  en  ayant  égard  aux  varia- 
tions de  la  gravité , de  la  température , et  de  la  com- 
position même  du  fluide  atmosphérique. 

Quant  à l’intensité  de  la  gravité  elle  varie  avec  la 
latitude  et  avec  la  hauteur  au-desstu  du  niveau  des 
mers.  Nommant 

R le  rayon  moyen  de  la  terre  = 6366198”  ; 

L la  latitude  du  lieu  comptée  de  l’équateur  ; 

X la  hauteur  du  lieu  au-dessus  du  niveau  de  la  mer  -, 

g la  vitesse  imprimée  par  la  gravité  aux  corps  pe- 
sants à In  latitude  de  b5°  et  au  niveau  de  Li  mer  -, 


on  a généralement 


(1—0,002837.  cos.  2L) 


pour  l’expression  de  :1a  vitesse  imprimée  par  cette 
force. 
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Quant  à la  valeur  de  la  densité  p du  fluide  atmo- 
sphérique, nous  nommerons 

V le  poids  du  mètre  cube  de  mercure  à la  tempéra- 
ture de  0*,  au  niveau  de  la  mer  et  à la  latitude 
moyenne  de  ; 

n Le  poids  du  mètre  cube  d’air  pur  dans  les  mêmes 
circonstances,  sous  une  pression  égale  pour  un 
mètre  quarré  à "sr  (0,76); 

et  nous  rappellerons  que , d’après  les  lois  combinées  de 
Mariette  et  de  Gay-Lussac,  le  poids  du  mètre  cube 
d’air  atmosphérique  deviendra,  dans  le  même  lieu,  sous 
la  température  t et  la  pression  p , 

I P 1 

“ 'Z»-{0,76)  l-|-0,00375.t' 

Cette  expression  suffirait  si  le  fluide  atmosphérique 
pouvait  être  regardé  comme  formé  d’air  pur.  Mais  il 
est  nécessaire  d’avoir  égard  à la  vapeur  aqueuse  dont 
il  est  presque  toujours  mélangé. 

On  sait  qu'à  température  et  à pression  égales , la  pe- 
santeur spécifique  de  la  vapeur  aqueuse  est  les  0,62à 
de  celle  de  l’air.  Considérons  dune  un  mélange  d’air  et 
de  vapeur  aqueuse  ; soit  t la  température,  p la  pression 
supportée  parle  mélange, p — p,  la  partie  de  celte  pres- 
sion supportée  par  l’air,  et  p,  la  partie  supportée  par  l.i 
vapeur  aqueuse.  On  aura,  pour  le  poids  du  mètre  cube 
de  l’air, 

p— p.  1 

"■25>(0,76)  H-0,00375.t’ 

pour  le  poids  du  mètre  cube  de  la  vapeur  aqueuse 

0.62i  n — ; 

'»(0,76)  l-f0,00375.<’ 
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et  |)Our  le  poids  du  mètre  cube  du  mélange 

_p — 0,376.^,  1 

" 'Z&(0,76)  1+0,00375.  t‘ 

Si  ce  mélange  était  saturé  de  vapeur, serait  la  pres- 
sion correspondante  à la  température  t dans  la  table 
donnant  la  force  élastique  acquise  par  la  va  peur  aqueuse 
au  maximum  de  densité  sous  diverses  températures. 

La  formule  précédente  exprime  le  poids  du  mètre 
cube  de  fluide  atmosphérique  considéré  comme  un  mé- 
lange d’air  et  de  vapeur  à la  latitude  de  1^5*  et  au  niveau 
de  la  mer.  Si  l’on  se  trouvait  dans  un  tel  lieu  l’on  devrait 
mettre  cette  expression  à la  place  de  fg  dans  l’équation 
diilérentielle  écrite  au  commencement.  Mais  comme 
en  changeant  de  lieu  l’intensité  du  poids  dont  il  s’agit 
variera  dans  la  même  proportion  que  l’action  de  la  gra- 
vité , on  doit  introduire  le  facteur 


(1—0,002837.  cos  2L), 


et  écrire  (en  divisant  par  p ] 
dp 


1—0,376^ 


0,76. 


(1— 0,002837.cos.2L> 


P Kdx 


l+0,00375.t  (R+x)’ 


Cette  équation  pourrait  être  immé<liatcment  inté- 
grée, si  les  quantités  vari.ibles^  et  fêlaient  exprimées 

en  fonction  de  x.  Mais  comme  la  manière  dont  lu  pro- 
portion de  la  vapeur  aqueuse  et  la  température  varient 
avec  la  hauteur  x est  mai  connue,  et  que  les  relations 
de  ces  quantités  changent  d’ailleurs  avec  les  lieux  et 
avec  les  modifications  atmosphériques  , on  doit  se  bor- 
ner à prendre  des  termes  moyens. 
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Considérons  le  facteur  1 — 0,376  Si  l’on  pouvait 

supposer  que  l’air  est  toujours  saturé  de  vapeur,  il  ré- 
sulte de  la  loi  comme  de  la  force  élastique  de  la  vapeur 
aqueuse  que  dans  l’intervalle  de  0°  à 30°,  où  se  font 
communément  les  observations  barométriques,  on 
pourrait  regarder  sans  erreur  sensible  comme  crois- 
sante proportionnellement  à t , et  écrire 

;»,=®  (0“!,00512-f0“,000865./). 

Dans  l’incertitude  où  l’on  se  trouve  à l’égard  de  la  vé- 
ritable valeur  qu’il  convient  d’attribuer  à cette  quan- 
tité, on  prendra  la  moitié  de  la  valeur  qui  répond  au 
point  de  saturation  , c’est-à-dire  que  l’on  supposera 

00256-1-0", 0004325.  t). 


En  dounant  d’ailleurs  à/7  la  valeur  moyenne  (0'‘,76}, 

nous  substituerons  donc  au  facteur  1 — 0,376  — la 

P 

quantité 

0,00256-1-0,0004325.  t 

1— 0,376-  =1—0,001267— 0,000214.<. 

0,76 


Mais  la  fraction 


1—0,001267—0,000214.  t 
1-4-0, 00375.  « 

diilëre  très-peu,  en  négligeant  les  quantités  très-pe 
tites  du  second  ordre , de 


1—0,001267 
1-f  0,104.1 

ainsi  l’on  peut  remplacer  l'équation  ci-dessus  par  l.v 
suivante 
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dp_  n(l— 0,001267) 

P ~ O.Te.'î»' 


(I— 0,002837.cos.2L) 


1 

l+0,004.f(R+x)*' 


En  intégrant  nous  regarderons  la  température  t 
comme  constante  , et  nous  prendrons  pour  la  valeur  de 
cette  quantité  la  moyenne  des  températures  T,t  qui 
auront  été  observées  aux  deux  points  dont  on  veut 
connaître  la  différence  de  niveau.  Si  l’on  désigne  donc 
par  X et  a;  les  hauteurs  de  ces  deux  points  au-dessus 
du  niveau  de  la  mer,  et  par  P et p les  pressions  corres- 
pondantes, il  viendra 


. P n(l— 0,001267) 

log.  -= — — i(l — 0,002837.cos.2L> 

P 0,76'®* 


c— X 


l-j-0,002(<+T)  ^ , x-l-X’ 


R 


en  négligeant  les  termes  qui  sont  divisés  par  le  quarré 
de  R.  Le  logarithme  du  premier  membre  est  un 
logarithme  népérien,  et  on  doit  ie  multiplier  par 
M=2, 302585  si  on  le  prend  dans  les  tables  ordi- 
naires. 

353.  L’équation  précédente  donnera  la  différence  de 

P - — 

niveaux — Xen  fonction  du  rapport—  des  pressions  qui 

ont  lieu  respectivement  aux  deux  points  que  l’on  con- 
sidère. Il  reste  maintenant  à déduire  ce  rapport  de 
l’observation  du  baromètre.  Désignons  par  H et  A les 
hauteurs  du  baromètre  observées  dans  ces  deux  points, 
par  et  U les  températures  des  colonnes  de  mercure, 
qui  diflèrent  en  général  des  températures  de  l'air  dé- 
signées ci-dessus  par  T et  t.  Comme  le  mercure  se  di- 
late dans  l’intervalle  de  0°  à 100®  de  , le  poids  du 

mètre  cube  de  mercure  au  niveau  de  la  mer  sous  la  la- 
titude de  45®  et  à la  température  tosera 
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1 + 


5550 


ou  , à fort  peu  près , 


(-5^> 


Le],méme  poids , sous  la  latitude  L et  à la  distance 
R+Jc  du  centre  de  la  terre  , devient  > i 

Ainsi , l’on  a 

7,=».®(l-0,00S8S7..«.aL) 


P=H.nr(t— 0,002837 


)2837.cos.2L)^l 


T„  \ R- 


5550/  (R+X)*’ 

et  par  conséquent , en  développant  les  fractions  et  né- 
jjligeant  les  quantités  très-petites  du  second  ordre , 

P H/,  <o-T,\  /.  . x—XX 

....  , (<  + --R-)-  , ‘ 

Gette  expression  doit  être  substituée  dans  l’équation 
précédente  : en  eiiectuant  cette  substitution  ; remar- 
quant que  ar  étant  un  très-petit  rumbre , le  logarithme 
hyberbolique  de  1-fx  est  à fort  peu  près  é^l  à x , et 
le  logarithme  tabulaire  à 0,43b295.x  ; enfin , tirant  la 
valeur  de  x — X , il  viendra 


(a)  X — X= 


0,76.M.'Z& 
(1— 0,001267)n 


(l-f0,002837.cos.2L) 
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Le  logaritlimedu  second  membre  doit  être  pris  dans  les 
tables  ordinaires.  Le  facteur 

0,76.M.'ZS' 

(1—0,001267)11’ 

où  M représente  le  nombre  2,302585 , est  un  coefficient 
constant  dont  on  peut  déterminer  la  valeur  d’après  le 
rapport  connu  des  pesanteurs  v,ii,  du  mercure  et  de 
l'air  atmosphérique  pris  à la  latitude  de  50°,  à la  tem- 
pérature 0°,  et  sous  la  pression  de  0°*.76.  D’après  les 
expériences  de  MM.  Biot  et  Arago , on  a 


— =10466,8 , 
n 


ce  qui  donne  pour  la  valeur  du  coefficient  dont  il 
s’agit 


0“,76.M.  » 
ri^7001267)n 


=18339“,8. 


La  valeur  du  même  coefficient  pouvait  être  aussi  dé- 
terminée en  appliquant  la  formule  précédente  à des 
observations  barométriques  faites  dans  des  lieux  dont 
les  différences  de  niveau  étaient  connues  par  d’autres 
procédés.  C’est  effectivement  de  cette  manière  qu’a- 
vant même  l’évaluation  exacte  du  rapport  des  pesan- 
teurs spécifiques  de.îair  et  du  mercure , les  observa- 
tions faites  par  M.  Ramond  daqs  les  Pyrénées  avaient 
donné,  pour  la  valeur  du  coefficient  dont  il  s’agit,-  le 
nombre 

18336", 


qui  diffère  très-peu  du  précédent.  Nous  écrivons  donc 
siipplement 


( 48ç)  ) 

X=18336”  (l+0,002837.cos.2L)  [l+0,002(/-f-T)] 


H 


^±^)[log  »+0,434295r“-’"'  ' 


( — 
V555 


'+2- 


)]■ 


R ;L  ” A ' "V5550  ' R 

Nous  remarquerons  d’ailleurs  que  le  coefficient 
18336"  a été  déduit  d’un  autre  coefficient  18393",  dé- 
terminé immédiatement  par  les  observations  de  M.  Ra- 
roond  , en  ayant  égard  au  décroissement  de  la  gravité 
dans  le  sens  vertical , et  ramenant  au  niveau  de  la  mer 
le  résultat  obtenu  dans  les  lieux  plus  élevés  où  les  ob- 
servations avaient  été  faites.  La  substitution  du  nom- 
bre 18393"  au  nombre  18366“  tiendrait  donc  compte 
d’une  manière  approchée  , pour  les  observations  dont 
il  s’agit , des  termes  fort  petits  qui  ont  R au  dénomi- 
nateur, et  qui  sont  introduits  par  la  considération  du 
décroissement  de  la  pesanteur  dans  le  sens  vertical.  On 
jugera  d'après  cela  que  l’on  peut  supprimer  ces  termes 
et  employer  utilement  la  formule  plus  simple 

{b)  j:— X=18393"  (l-|-0,002837.cos.  2L)  [l-f0,002(t-}-T)  ] 

l^log.  “ -1-0,00007825  (/,— Tj] . 


354.  On  pourrait  même  réduire  à l’unité  le  facteur 
qui  contient  la  latitude  L ; mais  il  vaut  mieux  se 
servir  de  la  table  ci-après  qui  contient  les  logarithmes 
des  produits  de  18393  par  les  valeurs  de  ce  facteur  cor- 
respondantes à diverses  latitudes.  Plusieurs  piersonnes 
ont  construit  des  tables  très-étendues  destinées  à faci- 
liter le  calcul  des  observations  barométriques  : mais  il 
ne  parait  pasque  l’usage  de  ces  tables  oiire  un  avantage 
sur  l’application  immédiate  de  l’équation  précédente, 
en  employant  les  tables  des  logarithmes  ordinaires, 
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LàTiTCDit  coantu 

LOCAftiTSMis  m »oa»asi 

■ ( L’SQSlTtDH-i,. 

1 IMS(  1 ■fO.OOtSJT.eOf.lL). 

Defrte  MurtelBMBi. 

O 

4.365  883o 

5 

8643 

JO 

8089 

15 

2 «84 

20 

5955 

2$ 

3o 

4^9 

awa 

35 

0738 

io 

4.3648665 

45 

65a6 

5o 

4386 

55 

33io 

6o  , 

o36i 

65 

’ 4-^53  8599  ’ 

70 

7077 

Nous  joignons  l’exemple  suivant  : 


Latitude , i*45'.  Station  supérieure.  ( = — 1°.6 
Station  inférieure.  T — a5.3 
a3.7 

47.4=3c<+T) 

S=  167.3 
6=337.79 

/«  - 
T.= 

Logarithme  du  coelHcient  pour  0°  de  latitude.  . . . 

4.365883 

Log.  1.0474 

Log.  337.7g 3.538660 

Log.  167.  3^ 3.333336 

0,0301 |3 

Différence o.3o5434 

0.00007836  (—i5, 3). 0,001197 

• - 

{ 

0.804337  dontle  logarithme  est.i  , 
Logarithme  delà  hauteur  cherchée  (5877". 5) 

11483198 

î>769«94 
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Cçt  exemple  présente  le  calcul  de  la  hauteur  du  G him- 
boraço,  d’après  les  observations  de  M.  de  Humboldt, 
l’un  des  cas  où  les  termes  négligés  pouvaient  devenir 
les  plus  sensibles.  En  conservant  ces  termes,  M.  Ra- 
mond  trouve  SSTO'.S  au  lieu  de  5877™, 5 : la  différence 
de  ces  deux  résultats  est  très-peu  importante,  eu  égard 
à la  grandeur  de  la  hauteur  calculée. 

Les  lettres  H et  A représentent  dans  les  formules 
précédentes  les  indications  lues  sur  l’instrument  des 
hauteurs  des  colonnes  de  mercure  qui  font  équilibre 
à la  pression  atmosphérique  aux  stations  supérieure 
et  inférieure.  Cette  indication  est  modifiée  parla  dila- 
tation des  corps  sur  lesquels  les  échelles  sont  gravées. 
Soit  ^la  dilatation  linéaire  de  ces  corps  pour  un  degré 
du  thermomètre  centigrade , en  sorte  que  la  longueur  1 
à la  température  0°  devienne  à la  tempéra- 

ture t,  , les  hauteurs  A et  H observées  respectivement 
aux  températures  t,  et  T,  deviendraient  donc 

h H 

i+K  i-HT.’ 

si  on  les  observait  à la  température  0*.  Par  consé- 
quent, pour  avoir  égard  à la  modification  dont  il  s’a- 
git , on  doit  écrire  dans  la  formule  (a) 

H 1-f-i/, 
h 1-l-^T. 

ou  à fort  peu  près 
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H 


il  la  place  de  - . Il  en  résulte  que  le  coelEcient  de 


ta — T,,  dans  les  formules  (a)  et  (A),  doit  être  aug- 
menté du  produit  de  â par  le  nombre  0,1^34295.  En 
employant  les  résultats  connus  on  déterminera  donc 
ce  coefficient  comme  il  suit  : 


La  dilatation  de  l’échelle  étant 


supposée  nulle 0,00007825 

Echelles  sur  verre  et  sur  bois.  . . 0,00008205 
Échelles  sur  cuivre 0,000086^1 


On  peut  former  d’avance  une  table  du  produit  de 
ces  coefficients  par  les  nombres  naturels  depuis  1 jus- 
qu’à 9.  De  cette  manière  le  calcul  des  hauteurs  pour  la 
formule  (a)  semble  aussi  prompt  que  l’on  puisse  le 
désirer. 

355.  Les  observations  barométriques  et  l’usage  de  la 
formule  précédente  pour  la  détermination  des  diffé- 
rences de  niveau , exigent  une  grande  circonspection 
En  effet , cette  formule  est  fondée  sur  l’hypothèse  d’un 
état  d’équilibre  et  d’une  disposition  thermométrique 
et  hygrométrique  qui  existent  rarement  dans  l’atmo- 
sphère. L’expérience  a fait  reconnaître  lescirconstances 
favorables  ou  contraires  aux  observations.  M.  Ramond 
établit  sur  ce  sujet  les  règles  suivantes  ; 

« 1”  On  peut  espérer  d’avoir  les  hauteurs  exactes  , 
quand  on  observera  à midi , par  un  temps  calme  et 
* qui  n’incline  pas  trop  au  changement , les  deux  ba- 
» romètres  se  trouvant  l’un  et  l’autre  sur  des  sommets 
> isolés,  ou  le  baromètre  inférieur  étant  placé  dans 
■ une  plaine  bien  ouverte,  à une  distance  médiocre. 
» Dans  ce  dernier  cas  même,  il  vaudrait  mieux  que 
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» la  distance  fut  plus  grande  , <]ue  d’avoir  le  baromé- 
« tre  placé  au  pied  des  montagnes , où  l’avantage  de 

* la  proximité  est  plus  que  balancé  par  l’action  pertur- 

■ balrice  des  vents  descendants.  Hors  de  ces  circon- 
» stances  éminemment  favorables,  les  erreurs  n’ont 
» point  de  mesure  fixe  : elles  ne  peuvent  être  corri- 
» gées  que  par  l’estime,  et  selon  le  degré  d’influence 
» que  l’expérience  de  l'observateur  assignera  aux 

■ causes  qui  doivent  les  produire  ; 

» 2”  On  estimera , en  général , les  hauteurs  trop 

> faibles  : 

» Quand  l’observation  se  fera  le  matin  ou  le  soir  ; 

» Quand  le  baromètre  inférieur  étant  dans  une 

• plaine  , le  baromètre  supérieur  sera  dans  une  vallée 

> étroite  et  profonde  ; 

» Quand  les  vents  souffleront  fortement  de  la  région 
« australe; 

» Quand  le  temps  sera  manifestement  orageux  ; 

« 3°  On  estimera  au  contraire  les  hauteurs  trop 
« fortes: 

■ Quand  on  observera  entre  midi  et  deux  ou  trois 
« heures  , surtout  l’été  et  quand  le  soleil  ne  sera  point 
» caché  par  des  nuages  ; 

* Quand  le  baromètre  supérieur  étant  au  sommet 
» des  montagnes , le  baromètre  inférieur  sera  placé 

> dans  une  gorge  étroite  et  fortement  dominée  ; 

a Quand  il  régnera  un  vent  fort  de  la  région  boréale , 
» surtout  si  l’on  est  sur  une  montagne  , et  s’il  en  frappe 
» la  pente  la  plus  escarpée  ; 

» Enfin  on  sera  certain  que  les  erreurs  seront 
» grandes  et  variables  dans  tous  les  sens  quand  les 
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« (liQérences  de  niveau  seront  peu  considérables  , et 
» les  deux  baromètres  placés  dans  la  même  plaine  ou 

• la  même  vallée  , et  bien  plus  encore  lorsqu’ils  seront 
» placés  dans  deux  vallées  séparées  par  une  chaîne  de 

• montagnes.  Dans  ces  cas-ci  la  distance  horizontale 
» ne  saurait  être  trop  petite  , et  malgré  la  proximité , 
» on  ne  pourra  prendre  confiance  que  dans  les  moyeo- 
» nés  d’un  grand  nombre  d’observations.  » 

356.  Les  causes  principales  d’erreur  sont  les  vents, 
et  l’irrégularité  de  la  loi  du  décroissement  de  la  tem* 
pérature.  Si  la  direction  du  mouvernent  de  l’air  était 
horizontale, il  ne  paraît  pas  que  ce  mouvement  fit  varier 
la  hauteur  du  baromètre . à moins  toutefois  que  la  cu- 
vette ne  fût  abritée  du  vent  par  un  obstacle , dont 
l’effet  serait  de  diminuer  la  pression.  Mais  quand  la 
direction  du  vent  est  ascendante  ou  descendante , le 
mercure  se  tient  nécessairement  plus  bas  ou  plus  haut 
qu’il  ne  le  ferait  si  le  vent  n’avait  pas  lieu , abstraction 
faite  des  irrégularités  provenant  de  la  manière  dont  la 
cuvette  est  exposée  au  vent , ou  en  est  abritée.  A 
l’égard  de  la  température  , les  erreurs  qui  proviennent 
du  défaut  d’uniformité  de  son  décroissement  sontpeut- 
être  moins  grandes  que  celles  qui  tiennent  à ce  que 
l’observation  du  thermomètre,  au  lieu  de  donner  la 
véritable  température  de  la  couche  horizontale  d’air 
dans  laquelle  on  »e  trouve  , ne  donne  qu’une  tempé- 
rature locale  produite  en  'grande  partie  par  le  rayon- 
nement du  terrain  et  des  corps  environnants.  ’ 

Les  haromètres  à cuvette  dont  le  niveau  se  règle  an 
moyen  d’une  vis  de  pression  qui  met  la  surface  du 
mercure  en  contact  avec  une  pointe  fixe,  sont  générale- 
ment considérés  comme  les  meilleurs.  Il  est  important 
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(le  bien  connaître  la  température  du  mercure.  Un 
thermomètre  ench&ssé  dans  la  monture  ne  suffit  pas 
pour  cela.  Qo  a proposé  une  autre  disposition  qui 
consiste  à avoir,  un  second  tube  fermé  égal  à celui  du 
baromètre  et  rempli  de  mercure , dans  lequel  le  ther- 
momètre est  plongé.  Les  nivellements  exigent  absolu- 
ment le  concours  de  deux  observateurs  munis  chacun 
d’instruments  pareils  soigneusement  comparés.  Les 
observations  correspondantes  doivent  être  simultanées, 
et  faites  toujours  entre  onze  heures  et  une  heure  après 
midi.  On  sait  que  dans  les  instruments  de  ce  genre,  la 

colonne  de  mercure , par 
l’eflet  de  la  capillarité , est 
plus  courte  qu’elle  ne  de- 
vrait être.  La  quantité  de 
cette  dépression  est  relative 
au  diamètre  du  tube , et  on 
en  trouvera  la  valeur  dans 
la  table  ci-contre.  On  né- 
glige ordinairement  d’en  te- 
nir compte,  parce  qu’elle 
affecte  également  les  deux 
instruments  quand  leurs 
tubes  sont  d’égal  diamètre  ; 
mais  comme  le  résultat 
dépend , non  de  la  diffé- 
rence des  hauteurs  des  ba- 
romètres, mais  du  rapport 
de  ces  hauteurs , il  convient  d’y  avoir  égard  , surtout 
quand  la  différence  de  niveau  est  peu  considérable. 
Les  baromètres  doivent  être  placés  verticalement , à 
l’abri  du  vent  et  du  soleil.  Le  thermomètre  pour  lu 
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température  de  l’air  doit  être  placé  au-dehors , à la 
hauteur  de  l’oeil,  et  abrité  seulement  du  soleil  par 
le  bâton  qui  le  supporte.  ( Voyez,  pour  de  plus  grands 
détails , les  Mémoires  sur  la  formule  barométrique 
de  M.  Ramond , et  V Instruction  pratique  qui  y est 

jointe^ 
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QUATRIEME  PARTIE. 


HYDRODYNAMIQUE. 


Les  équations  de  l’équilibre  des  fluides  que  nous 
avons  trouvées,  sont  fondées  sur  la  propriété  carac- 
téristique, commune  aux  liquides  et  aux  fluides  aéri- 
formes , de  transmettre  également  en  tous  sens  les 
pressions  appliquées  à leur  surface  et  d’exercer  autour 
de  chaque  point  de  leur  masse , en  vertu  de  l’action 
moléculaire , des  pressions  égales  suivant  toutes  les 
directions  : ce  principe  peut  convenir  à l’hydrostati- 
que et  n’étre  pas  toujours  applicable  à Xhjdrodjna- 
mique , c’est-à-dire  à la  partie  de  la  mécanique  qui 
traite  du  mouvement  des  fluides  , et  il  y a sans  doute 
des  phénomènes  du  mouvement  des  fluides  , en  géné- 
ral, qui  dépendent  de  la  même  égalité  parfaite  de 
pression  en  tous  sens.  Cette  circonstance  introduirait 
dans  les  équations  générales  du  mouvement  des  fluides 
des  termes  qui  ne  peuvent  se  déduire  de  leurs  équa- 
tions d’équilibre  ; mais  ici , nous  supposerons,  suivant 
la  méthode  suivie  ordinairement , In  propriété  de  l’éga- 
lité de  pression,  commune  à l’état  d’équilibre  et  à l’état 
de  mouvement  ; et,  dans  ce  cas , les  équations  de  l’hy- 
drostatique, fondées  sur  cette  propriété  s’étendront  im- 
médiatement à l’hydrodynamique  , au  moyen  du  prin- 

3-2 
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cipe  de  d’AIembert  qui  est  applicable  à tous  les  systè- 
mes de  points  matériels. 

Équation  du  mouvement  des  fluides. 

357.  Nous  ne  considérerons  que  le  mouvement  d’un 
fluide , d’un  liquide  par  exemple , contenu  dans  un 
vase  ; et  dans  le  cas  où  ce  mouvement  s’efTectue  par 
filets,  c’est-à-dire  de  manière  que  les  molécules  liqui- 
des passent  par  les  mêmes  points  à des  époques  difi'é- 
rentes. 

Avant  tout  nous  allons  établir  un  théorème  néces- 
saire au  moyen  de  l’équation  générale  de  l’équilibre 
des  fluides , 

dp=f  Ç^jlx-{-Ydjr-\-Zdz)  : 

il  est  bien  entendu  que  nous  conservons  les  mêmes  no- 
tations. 

ii5  Soit  une  masse  de  fluide  en  équilibre  , concevons 
une  courbe  tracée  dans  ce  fluide,  comptons  les  arcs 
positivement  à partir  d’un  certain  point , la  tangente 
en  un  autre  point  x,y,z,  en  avant  du  premier  dans 
le  sens  de  l’arc  S,  fait  avec  les  demi-axes  des  coor- 
données, des  angles  dont  les  cosinus  sont , 

dx  <fy  dz  ^ 
ds  ' ds  ' ds' 

la  force  accélératrice  en  ce  même  point  fait  avec  les 
demi-axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont , 


X Y Z 


d’où  l’on  conclut  pour  le  cosinus  de  l’angle  formé  par 
la  force  accélératrice  et  la  tangente , 
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, Xdx  . Ydy  , Zd2 
COS.S=-^~  + - ^ 

^ as  ff  as  if  as 

considérons  s comme  la  seule  variable  indépendante  . 
x,y^z  seront  fonction  de  S — . On  tire  de  l’équation 
précédente 

et 

X<ir-|-Y<fy'-f-Z</z=çcos.W*  d’où  ~=f</cos.3. 


p,p,<f  étant  fonction  de  S;  y cos.  J est  la  projection  de 
la  force  accélératrice  sur  la  tangente,  projection 
qui  sera  positive  ou  négative  suivant  que  nous  l’avons 
dit  ailleurs. 

Si  la  courbe  est  telle  que  ? soit  normale  en  chacun 
de  ses  points,  on  aura  ^ = 0 ; et  réciproquement , si 

ou  veut  que  la  pression  ne  varie  pas  sur  cette  courbe  , 
on  doit  avoir  : 


ds 


=0 


d’où  fifcos.j=0. 


ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu’autant  que  cos.  &=0.  La 
courbe  sera  donc  située  sur  une  surface  de  niveau  ; ce 
sera  une  courbe  de  niveau  ; ainsi  la  force  accéléra- 
trice sera  normale  en  chacun  des  points  d’une  courbe 
de  niyeau. 

3S8.  Passons  maintenant  au  mouvement  par  filets. 
Il  y a beaucoup  de  cas  où  le  mouvement  s’opère  de  cette 
manière , par  exemple  dans  un  canal  où  l’eau  ne  s’é- 
lève ni  ne  s’abaisse  etoù  les  conditions  de  l’écoulement 
restent  les  mêmes  à des  époques  différentes.  Dans  le 
mouvement  par  filets,  aux  mêmes  points  les  molécules 
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sont  supposées  avoir  la  même  vitesse  ; pour  obte- 
nir ce  mouvement  il  faut  que  le  vase  soit  constamment 
plein  à même  hauteur  ; si  le  vase  se  vide,  ce  mouve- 
ment cesse. 

Fig.  ii6.  gpjj  yitegje  après  le  temps  t d’une  molécule  si- 
tuée en  un  point  A du  filet  qu’on  peut  considérer 
comme  une  courbe.  Supposons  un  diaphragme  placé 
à l’ouverture  inférieure  o du  vase  : au  moment  où  on 
enlève  ce  diaphragme,  le  mouvement  commence,  les 
vitesses  croissent  par  degrés  et  après  un  certain  temps, 
le  mouvement  permanent  s’établit.  La  vitesse»  dépend 
de  la  position  du  point  A ou  de  l’arc  S et  du  temps  t 
et  v=z/{s,t)  ; pour  avoir  l’équation  du  mouvement  il 
faut  avoir  recours  à la  dynamique  ; nous  avons  vu 
que,  dans  un  système  de  points  matériels,  libres  ou 
assujettis  , le  système  de  forces  capable  de  produire  le 
mouvement  observé  est  toujours  équivalent  au  sys- 
tème des  forces  appliquées  ; ainsi  il  y aurait  équiu<- 
bre  entre  les  forces  appliquées  et  des  forces  égales,  et 
directement  opposées  aux  forces  capables  de  produire 
le  mouvement  observé  de  la  molécule  qui , après  le 
temps  t arrivera  en  A : concevons  qu’après  être  par- 
venue à ce  point , la  molécule  se  meuve  encore , pen- 
dant le  temps,  àt;  sera,  sans  erreur  sensible, 
l’espace  parcouru  par  la  molécule  pendant  At,  de 
sorte  que  l’arc  s sera  devenue  s -f-  uAt  ; soit  Au  l’accrois- 
sement correspondant  de  la  vitesse  , la  molécule  étant 
alors  au  point  de  la  courbe  s-f-uA(,  on  aura 

Au=^(î-t-uA/ , /-)-A/)— ^(s,  t), 
et  d’après  le  théorème  de  Taylor, 

. ..  I (*>  0 

/)-|-uAf  'f — 

as  dt 
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ou 


ds 


d./\s, 
dt  ’ 


Au d.f\s^t)  I d,f[s,t)  du  I du 


Dans  le  cas  d’équilibre  , ou  avant 


dp 

--=pycos.J, 


nous  allons  appliquer  cette  équation  au  mouvement 
en  remplaçant  f par  la  résultante  de  la  force  appli  - 
quée  et  d’une  force  égale  et  directement  opposée  à 
celle  qui  serait  capable  de  produire  le  mouvement 
observé.  Soit  <p' cette  dernière  force, — f’ cos.  J sera  la 
projection  de  la  force  égale  et  directement  opposée  ; on 
aura 


ds 


=f  (fCOS.J — y'cos.  i’). 


Cette  équation  n’est  pas  tout  à fait  rigoureuse,  car 
quaud  le  mouvement  a lieu,  on  n’est  pas  certain  que 
les  pressions  soient  normales  aux  surfaces  qui  les 
supportent,  néanmoins,  en  hydrodynamique,  on  admet 
et  on  applique  l’équation  précédente  ; mais  aupara- 
vant il  faut , pour  f'  cos.  substituer  sa  valeur  ; or  ^ 
est  la  force  capable  de  produire  à elle  seule  le  mou- 
vement observé  de  la  molécule  m,  si  cette  molécule 
était  libre  et  indépendante  de  toutes  les  autres  [i"  est 
l’angle  quelle  fait  avec  la  tangente  prolongée  dans  le 
sens  de  l’arc)  ; or,  on  sait  que  la  force  tangentielle  à 
la  courbe  que  tend  à décrire  cette  molécule,  et  la  seule 
qui  influe  sur  l’intensité  de  la  vitesse , est  : 
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ÀOI  d<à 
lim.  — = T , 
At  dt 


quand  w varie  avec  le  temps  ; dans  le  cas  qui  nous  oc- 
cupe 

A«»  daa  , „ 

lim.  — =»>  T + T-  =*COS.»^, 

Al  ds^  dt  ^ 

cherchons  la  valeur  de  f : les  cosinus  avec  les  axes  sont 

X Y Z 

» — » » 

? T Ÿ 


et  par  suite 
d’où 


djr  dy  dz 


dp_(^dx  dy  dz  <<« 


de  plus,  les  molécules,  en  passant  aux  mêmes  points, 
prennent  les  mêmes  vitesses  ; u est  donc  fonction  de  s 
seulement , et  en  un  point  donné  ne  dépend  que  de 
sa  position  sur  l’arc  s et  nullement  du  temps  I ; d’après 
cela , l’équation  précédente  se  simplifie  et  devient 


en  outre,  généralement  la  force  f est  de  nature  telle  que 
le  deuxième  membre  est  une  diilérentielle  exacte,  soit 
que  f soit  une  force  constante  et  parallèle  à elle-même 
soit  que  cette  force  émane  d’un  centre  fixe.  Soit 

'%.dx-\-Ydy-\-Zdz=dü=e[F{x  ,y,z); 

si  dans  U on  met  pour  x,y,z  leur  valeur  en  s,  U sera 
fonction  de  s et 

I dy  di^dz 

ds  dx  ds  dy  dt  dz  ds  ~3s  7$  ds' 
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et  par  conséquent 

dp  / dV  dtit\ 

ds  ^\ds  ds)’ 

équation  qui  ne  renferme  plus  que  s.  On  pourra  donc 
intégrer  par  rapport  à cette  variable  ; on  pourra , par 
exemple,  le  faire  à partir  de  s=o  correspondant  au 
point  I , en  supposant  toujours  le  vase  rempli  à la 
même  hauteur,  et  u,  et  p,  seront  la  vitesse  et  la  pres- 
sion en  ce  point , p étant  en  outre  constant.  Ainsi  on 
aura 

p—po=f  [u— U.— i («’— 


Reprenons  l’équation 

en  l’appliquant  à un  liquide  pesant  et  en  comptant 
les  X dans  le  sens  de  la  pesanteur,  on  a 
Y=0,  Z=0, 

et  il  vient 

dp  ( dit  da\ 

et , en  supposant  le  mouvement  permanent , 


ds 


=gfdx—pit  — , 


d’où  l’on  conclut 

P—Po^f 


Au  moyen  de  cette  équation , si  nous  considérons  un 
vase  constamment  plein  à une  certaine  hauteur  et 
terminé  par  un  orifice  très-étroit,  le  mouvement 
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permaneut  s’établissant  au  bout  d’un  certain  temps , 
nous  ptourrons  avoir  la  vitesse  des  molécules  situées  , 
après  la  sortie  du  vase , au-dessous  de  l’orifice  à la  sur- 
face antérieure  de  la  veine  iluide , et  qui  se  trouvaient 
auparavant  sur  la  paroi  du  vase  : alors  nous  aurons 
sensiblement  p=p,,  et,  par  conséquent,  en  désignant 
par  h la  différence  de  niveau,  u* — u‘,==2g'A.  Mais  l’ori- 
fice est  très-petit  en  comparaison  de  la  surface-,  ainsi, 
les  molécules  se  meuvent  d’abord  avec  une  vitesse 
très-petite;  par  conséquent  sera  lui-méme  très- 
petit  par  rapport  à la  vitesse  u à l’orifice  ; on  pourra 

donc  le  négliger  ; et  on  aura  sensiblement  w=|/ igh. 
Ce  qui  démontre  le  théorème  de  Torricelli , que  la 
vitesse  du  liquide  à torijice  est  la  même  que  celle 
qu’acquerrait  une  molécule  pesante  en  tombant  de  la 
hauteur  due. 

Fig.  137.  On  peut  trouver  une  relation  entre  les  vitesses  » 
et  U,  : considérons  un  filet  fluide  contre  la  paroi  : les 
molécules  de  ce  filet  auront  une  vitesse  <»  au  point  A . 
Appelons  a„  et  a les  sections  horizontales  faites  en  ces 
points  dans  le  filet  qui  touche  la  paroi , par  des  plans 
perpendiculaires.  Il  est  clair  que  dans  un  temps  très- 
court  la  quantité  de  liquide  qui  passera  par  la  section 
Asera  sensiblement  égale  à dm\t,  et  cela  est  général  pour 
un  mouvement  par  filets  quelconques  : dans  ce  temps 
très-court  M , chacune  des  molécules  de  la  section  a 
sera  transportée  dans  une  section  voisine  qui  sera 
elle-même  sensiblement  égale  à a.  Toutes  ces  molé- 
cules parcourront  sensiblement  un  espace  a^t , de 
sorte  que  la  quantité  de  liquide  qui  aura  passé  par  la 
première  section  a sera  renfermée  entre  deux  sections 
égales  à a dans  un  volume  qu’on  pourra  considérer 
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comme  un  cylindre  ayant  pour  base  a et  pour  hau- 
teur aùX  : ce  volume  de  liquide  sera  donc  a«>A(.  De 
même  le  volume  de  liquide  qui  passe  par  la  section  <x,, 
dans  ce  temps  At,  sera  ; or,  dans  le  mouvement 
par  filets,  les  quantités  de  liquide  qui  passent  par  deux 
sections  transversales  dans  le  même  temps  devront 
être  les  mêmes , et  nous  aurons 

Si  on  connaissait  les  sections  a et  a,  faites  dans  le  filet 
qu’on  considère  dans  la  masse  liquide  , on  connaîtrait 
alors  le  rapport  entre  les  vitesses  o>  et  uo.  Si  on  repré- 
sente le  rapport  de  ces  fonctions  par  — alors 


nous  aurons 


a 1 

Uo  U ’ 


ou 


de  plus , on  a 

cü* — , 

donc,  si  U était  connu,  il  serait  facile  de  déduire  de 
cette  égalité  la  valeur  de  u : on  aurait 


d’où 


w = — • 

/i-  4 

U 

en  négligeant vis-à-vis  de  Inimité,  on  retrouverait 
lexpression  que  nous  avons  obtenue  précédemment. 
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Mais  on  peut  déterminer  approximativement  le  rap- 
port U , à l’aide  des  considérations  suivantes  : 
Admettons  que  dans  la  partie  supérieure  le  vase  soit 
sensiblement  terminé  par  une  paroi  cylindrique  verti- 
cale, que  le  plan  qui  termine  supérieurement  le  liquide 
soit  horizontal  et  que  la  vitesse  des  molécules  contenues 
dans  une  tranche  infiniment  mince  soit  verticale  et 
communes  à tous  les  points  de  cette  tranche  ; enfin  , 
que  le  rapport  de  a a,  reste  le  même  pour  tous  les 
filets  : l'orifice  qui  termine  le  vase  étant  très-étroit , 
la  surface  de  la  section  faite  dans  la  masse  liquide  par 
un  plan  horizontal  va  toujours  en  se  rétrécissant 
jusqu’à  une  section  transversale  de  la  veine  fluide 
qu’on  appelle  la  section  contractée , et  dans  le  plan  de 
laquelle  nous  choisissons  le  point  A.  Considérons  un 
filet  fluide  quelconque  : le  rapport  des  sections  Oo  et  a 
restant  le  même  pour  tous  les  filets , ce  rapport  ne 
sera  autre  chose  que  le  rapport  des  sections  transver- 
sales faites  dans  le  vase  par  le  plan  oo'  et  par  le  plan 
de  la  section  contractée  ; car,  en  désignant  ces  sections 
par  Ao  et  A,  nous  aurons,  en  considérant  lesdilfércnts 
filets  qui  composent  la  masse  fluide, 

Oo  do  a".  a„-l-a',-f-a"o-|-etc.  A. 

a a'  a"  a-|-a'-f-a"-f-etc.  A ’ 

Ainsi , d’après  cette  hypothèse  que  l’on  fait  pour  cal- 
culer approximativement  le  rapport  de  a à Oo , nous 
aurons 

A 1 A„ 

— = - » ou  tt=  — ; 

A„  a A 

ainsi , « sera  le  rapport  entre  ces  deux  sections.  Le 
vase  étant  toujours  supposé  entretenu  constamment 
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plein , nous  n’aurons  qu’à  mesurer  les  deux  sections 
faites  dans  le  vase  et  la  veine  fluide , et  nous  en  conclu- 
rons l’expression  de  la  vitesse 


on  voit  que  si  A est  très-petit  par  rapport  à A„ , 
U sera  très-grand , de  sorte  que  --  pourra  être  né- 

Voilà  à peu  près  tout  ce  que  nous  pouvons  dire  sur 
le  mouvement  permanent. 

La  vitesse  •*  étant  connue,  on  peut  calculer  la  quan- 
tité de  liquide  qui  sortira  du  vase , car  la  vitesse  u, 
devenue  constante  après  un  certain  temps , étant 
supposée  verticale  dans  tous  les  points  de  la  sec- 
tion contractée,  la  quantité  de  liquide  qui  traver- 
sera l’élément  a de  cette  section  dans  le  temps  At 
sera  OaiAt  ; et  la  quantité  de  liquide  qui  traversera 
la  section  entière  dans  le  même  temps  sera  AuAt. 
Comme  d’ailleurs  ces  quantités  A et  w sont  constantes, 
la  quantité  de  liquide  qui  traversera  la  section  con- 
tractée dans  le  temps  t sera  Awt , et  l’orifice  par  le- 
quel le  liquide  s’écoule  du  vase  étant  supposé  très- 

petit  , elle  sera  sensiblement  égale  à A^ Igh.  t. 

Comme  la  veine  contractée  se  resserre  en  sortant 
du  vase,  il  ne  faudra  pas  prendre  pour  A l’aire  de 
l'orifice  lorsqu’on  voudra  calculer  la  quantité  de  li- 
quide sortie  du  vase.  C’est  eifectivement  ce  qui  résulte 
de  l’expérience  ; en  laissant  sortir  le  liquide  par  un 
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orifice  très-petit,  on  trouve  que,  si  dans  le  calcul  de 
la  dépense  de  liquide  on  prend  pour  A la  surface  de 
l’orifice  , le  résultat  obtenu  est  plus  grand  que  celui 
de  l’expérience  -,  pour  le  mettre  à sa  véritable  valeur,  il 
faut  le  multiplier  par  un  certain  coefficient  qui  fait 
alors  connaître  l’aire  de  la  section  contractée  ; car,  en 
désignant  par  A' l’aire  de  l’orifice,  ce  coefficient  étant 
égal  au  rapport 

A t 

A 

on  en  conclut  le  rapport  de  ^ de  l’aire  de  l’orifice  à 
celle  de  la  section  contractée  de  la  veine  fluide. 


Fig.  118. 


359.  Supposons  maintenant  que  le  vase  , au  lieu 
d’étre  constamment  plein  , se  vide  par  degrés  insen- 
sibles, le  mouvement  n’étant  plus  permanent, 
Considérons  un  filet  fluide  le  long  de  la  paroi  du  vase  ; 
soit  P la  pression  au  point  A après  un  temps  t,  et  P 
la  pression  en  un  point  déterminé  pour  lequel  S=s„ , 
et  ; nous  intégrerons  à partir  dé  S=o  , et  pour 

S=o, /»=/>„• 

Reprenons  la  formule  générale 


) (s)=«>oU  , 


U dépendant  uniquement  de  S , et  dépendant  seu- 
lement de  r ; U sera  donc  décomposé  en  w» , qui  dépend 
de  t , et  U qui  ne  dépend  que  de  S 


et 


do  doo 


I 
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nous  intégrerons  à partir  du  point  o qui  n’est  plus  fixe 
dans  le  vase , puisq^’il  s’abaisse  avec  le  liquide  ; par 
conséquent  S variera  avec  le  temps,  et  on  aura 


Puisque  le  point  A est  extérieur  à la  veine  contractée, 
on  aura 

p='isrc=p^  J 

ainsi  en  posant 


il  viendra 


x—x=h. 


d’ailleurs 


w=  — , U.  =— 

a a, 

par  suite 


uds . 


Dans  cette  équation  nous  avons  A et  qui  sont  des 
fonctions  inconnues  de  t;  quant  à a et  s , on  pourra 
les  exprimer  en  fonction  de  A , toutes  les  fois  que  la 
forme  du  vase  sera  donnée.  On  peut  d’ailleurs  ad- 
mettre , si  les  parois  du  vase  s’écartent  peu  de  la  ver- 
ticale , que 

a~  a'  A’ 

de  même 


Ao 

Â’ 
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et  si  nous  désignons  par  S une  section  horizontale  du 
vase,  on  aura  pour  la  quantité  u,qui  est  sous  le  signe  /, 

A. 

“=S’ 

donc  il  en  résultera 


Cette  équation  n’est  bien  exacte  que  lorsque  les 
filets  sont  verticaux  dans  toute  l’étendue  du  vase.  Dans 
cette  équation  Â„  est  constant  ; on  peut  également 
supposer  A constant , si  le  vase  est  grand  et  l’orifice 
petit , A,  est  une  fonction  connue  de  A et  S sera  une 
fonction  des,  en  sorte  que  l’on  pourra  eOectuer  l’in- 
tégration et  alors  l’intégrale  prise  entre  les  limites  , 
sera  une  fonction  de  h-,  comme  nous  admettons  que 
la  vitesse  est  sensiblement  verticale  au  moins  à la 
surface,  il  en  résulte  que  — aA  représente  le  chemin 
parcouru  par  une  molécule  liquide  de  la  surface  libre 
pendant  le  temps  At  : ainsi  on  a 


aA 


ou  plus  exactement 

dfi  I Ao  dh 

nous  avons  donc  deux  équations  entre  A , et  inté- 
grant ces  deux  équations  simultanées , on  connaîtra 
A et  U.  en  fonction  de  t. 

On  peut  aussi  calculer  la  dépense  du  vase  ; en  ellet , 
la  quantité  de  liquide  écoulée  pendant  le  temps  At  est 
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— , et  pendant  le  temps  t,  — A,  dh  : il  faut 

exprimer  A,,  en  fonction  de  A,  et  alors  on  pourra  effec- 
tuer l’intégration , et  connaître  la  quantité  de  liquide 
écoulée  pendant  le  temps  t.  Lorsque  le  liquide  s’écoule 
très-lentement , alors  w est  très-petit  et  varie  aussi 

d*> 

très-faiblement  ; par  conséquent  — est  lui-mème  très- 

petit  , en  sorte  que  l’on  peut  négliger  cette  quantité; 
alors  il  reste 


— Ao’wo’ 


et  par  suite 


dà 


ou  kdt= — V’’  A,’ — A’ , 

Vigh 


équation  qui  donne  A en  fonction  de  t quand  on 
connaît  A,  en  fonction  de  A ; comme  A est  très  petit 
par  rapport  à A, , on  peut  négliger  cette  quantité,  en 


sorte  qu’il  vient 


kl=— 


■A  k,dh 

h,V'‘igh' 


A,  étant  la  valeur  primitive  de  A. 

360.  Considérons  enfin  le  cas  où  le  vase  étant  con- 
stamment plein , le  mouvement  n’est  pas  permanent , 
c’est-à-dire  où  la  vitesse  varie  avec  le  temps. 

Alors  il  faut  avoir  recours  à l’équation 


dp  ( dx  dut  </u\ 


Fig.  ng 
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désignons  par  a„  et  a,  les  sections  faites  dans  un  filet  en 
contact  avec  la  paroi  du  vase  et  perpendiculaires  aux 
génératrices  de  ce  filet,  on  aura,  comme  précédem- 
ment 


or  a est  fonction  de  S seulement , puisque  a,  est  con- 
stant et  que  a ne  varie  pas  tant  que  la  section  AB  ne 
se  déplace  pas  : w au  contraire  est  la  vitesse  en  un  point 
déterminé  de  la  masse  liquide  ; par  conséquent  cette 
quantité  est  fonction  du  temps  t seulement.  Ainsi 
on  aura 


et  par  suite,  en  remarquant  que  les  pressions  en  o et 
A,  sont  égales  à , 


0=if(x,— xJ— - (w.’- 


J, 


uds. 


et  posant 

X, — x,=A,  2gh=u' — ^ uds. 


ou  bien 


dàl 

ügh=u,'  (U.’— 1 ) +2  J 


en  faisant 


(f) 


Cette  équation  conduit  à une  conséquence  importante, 
savoir  que  la  vitesse  ne  peut  pas  croître  indéfini- 
ment. En  eiletSgA  est  constant,  I uds  est  constant  et 

I 
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^josilit . ninsi  que  (a,’ — 1)  ; par  conséquent  ne  peut 

<iwo  , 11. 

pas  croître  indéûnimeut,  car étant  >0.  ledeuxieme 

membre  de  l’équation  (1)  deviendrait  infini  ; ainsi  , si 
la  vitesse  croît  d’abord  , elle  atteindra  un  maximum 
ou  s’approchera  indéfiniment  d’une  limite  j or  dans  le 

cas  où  wo  devient  un  maximum  . on  a = 0 , et  si 


est  très-près  de  sa  limite,  cette  quantité  sera  sensi- 
blement constante  , et  par  suite  sera  sensiblement 

nulle;  ainsi  toutes  les  fois  que  t sera  considérable, 
l’équation  (1)  se  réduira  à 


d’où 


et  par  suite 


l)î 

V-2gh 
— =1 

_ 


Pour  avoir  une  première  valeur  approchée  de  w,,  il  faut 
d’abord  prendre  igh  ; mais  si  l’on  veut  une  va- 

leur plus  exacte,  il  faut  admettre  que  les  vitesses  sont 
perpendiculaires  à la  surface  libre  du  liquide , ainsi 
qu’a  celle  de  la  veine  contractée.  Elles  sont  d’ailleurs 
sensiblement  verticales  si  les  parois  supérieures  du 
vase  sont  elles-mêmes  verticales  : cette  supposition  est 
fondée  sur  la  propriété  qu’a  un  liquide  de  s’abaisser 
parallèlement  à lui-même  dans  un  vase  dont  les  parois 
sont  verticales.  Cette  même  expérience  conduit  à ad- 

33 
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mettre  que  les  vitesses  sont  égales  entre  elles  à la  sur- 
face libre  du  liquide,  ainsi  que  dans  la  section  de  la 
veine  contractée  ; ainsi  on  peut  écrire 


et  par  suite  aussi 


or  les  filets  étant  verticaus  , les  sections  a„  , a\,a’. 
seront  horizontales  -,  par  conséquent  on  aura 

en  désignant  par  A,, A,  les  aires  de  la  surface  libre  et 
de  la  veine  contractée  , et  par  a_,a',  les  sections 

faites  dans  les  filets  successifs  de  la  même  surface  ; on 
aura  donc 


A„ 


la  vitesse  à la  sortie  du  vase  sera  donc  entièrement 
déterminée. 

Revenons  maintenant  à l’équation 

•igk=u' — wo’-}-2  1 ud$ , 

et  montrons  comment  il  arrive  qu'au  bout  d'un  temps 
considérable,  les  vitesses  *>o  et  u,  non-seulement  ne 
croissent  pas  au  delà  de  toute  limite,  mais  s’appro- 
chent d’une  limite  constante. 

Dans  cette  équation , qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 

{u' — 1 ) -j-2  1 uds , 

Ut  U 
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<...  dc’*  être  regardé  comme  fonction  du  temps  t . et  les 
au(  quantités  sont  constantes  : on  en  tire 


• — t)  gh  / u’ — 1 \ 


2^  iui$ 
Les  coefficients 


r 


2gh 


uds 


étant  indépendants  du  temps,  représentons-les  par 
des  lettres  particulières  : ces  coelEcienU  étant  essen- 
tiellement positifs  , nous  pourrons  poser 


et 


2gh 


nous  aurons  alors 


Voilà  ce  que  devient  l’équation  du  mouvement  dans 
le  cas  où  on  suppose  toujours  que  le  vase  est  entretenu 
constamment  plein  , et  il  s’agit  maintenant  d’intégrer. 

Or,  supposons  quele liquide  parte  de  l’étatde  repos  : 
nous  aurons  alors  à l’origine  du  mouvement  r = o et 
“o=  O,  et  l’équation  peut  être  mise  sous  la  forme 


mais  on  a 


1— S*e 


SS  aidt  ' 


_J Ml  I i • 

1— 2 ) 1 1— S«. 
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et  l’équation  sera  donc 

M < I « 

1— 6wo)  ô * 


d’où 


P 

d{p.^)  d{p^ 


Nous  tirerons  de  là,  en  faisant  pour  abréger  2x^=7. 
/ (1  +P*>o) — ^ ( 1 — P«o)  =2«p/=7< , 
l+p«.  V 


d’où 


i poto 

Nous  aurons  donc 


■yl  yl 

et  1 j9*»^e 


Pw»  = - 


e^'-l 


et  par  conséquent 


e*  +t  1+e 


j 1 

'P  ~ 


e~^' 
Tl' 


1+e 


7 étant  aussi  bien  que  a, P une  quantité  positive,  en 
admettant,  par  exemple,  qu’on  ait  pris  pour  ^ la  racine 
positive. 

Or  le  temps  venant  à croître  et  devenant  iu6ni , il 

est  clair  que  1 — e a pour  limite  l’unité;  d’ailleurs 

pour  t=o , la  même  quantité  est  égale  à un , par 
conséquent  P».,  et  par  suite  s’approche  d’une  limite 
constante. 

Quant  aux  pressions  exercées  dans  l’intérieur  du 
vase , et  qui  se  déduisent  de  l’équation 

dp  / djc  diù  dv\ 

ds  ^ ds  ’’  ds  dt)' 
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elles  seront  aussi  sensiblement  constantes  ; mais  dès 
lors , et  d’après  ce  <jue  nous  avons  fait  observer , le 
calcul  n’est  plus  aussi  rigoureux. 

Si  le  vase  ne  reste  pas  constamment  plein , et  si  on 
veut  que  A corresponde  à un  point  déterminé  de  posi- 
tion dans  le  vase,  aloi s l’équation  intégrée 


renfermera  «k,,  A et  t , trois  quantités  qui , dans  le  cas 
présent , varient  avec  le  temps.  Ainsi  nous  aurons 
trois  quantités  inconnues  ; la  valeur  de  f,  dépendra 
elle-même  de  la  hauteur  A , il  en  sera  de  même  de  la 
section  a.. 

Voilà  tout  ce  que  nous  pouvons  donner  sur  l’hydro- 
dynamique , en  rejetant  la  théorie  des  tranches , dont 
Jes  résultats  sont  en  désaccord  avec  l’expérience. 
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Note  A 

FAISANT  SUITE  AU  CHAPiTBE  VI  { Dynamique]. 

361.  Nous  allons  établir  quelques  formules  qui  nous  ‘Po- 
seront utiles  par  la  suite  et  qui  déterminent  les  projec- 
tions de  la  vitesse  angulaire  ( ou  nomme  moment  de  la 
vitesse  angulaire  le  produit  decette  vitesse  par  sa  dis- 
tance à l'axe  fixe).  Soit  A un  point  du  système, 
portons  sur  une  perpendiculaire  au  plan  AOD  une 
longueur  représentant  la  vitesse  du  point  A , et  sup- 
posons que  sur  une  parallèle  à l’axe  menée  par  ce 
même  point , on  porte  une  longueur  AB  égale  à la  vi- 
tesse angulaire  7 : en  menant  OA,OB,  le  triangle  OAB 
aura  une  certaine  surface  dont  le  double  sera  égal  au 
moment  absolu  de  la  vitesse  angulaire  : le  mo- 
ment linéaire  de  cette  vitesse  angulaire  s’obtiendra 
en  portant  sur  une  perpendiculaire  au  plan  AOB  une 
longueur  représentant  le  moment  absolu  , c’est-à- 
dire,  égal  à ABxAO=7'7i  or,  nous  avons  *>=ry , et 
comme  le  moment  linéaire  est  parallèle  à la  ligne 
qui  représente  la  vitesse,  les  projections  du  mo' 
ment  linéaire  de  la  vitesse  angulaire  sur  les  axes,  se- 
ront égales  aux  projections  de  la  vitesse  sur  les  mêmes 
axes , car  on  peut  d’ailleurs  s’arranger  pour  que  le 
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moment  linéaire  se  compte  dans  le  même  sens  que 
la  vitesse  w,  parce  qubn  est  maître  de  porter  7 sui- 
vant AB  ou  AB',  de  sorte  que  le  moment  linéaire 
de  la  vitesse  angulaire  pourra  être  dirigé  dans  le  même 
sens  que  la  vitesse,  puisque  le  moment  linéaire 
doit  être  porté  de  manière  que  la  force  tende  à pro- 
duire un  mouvement  direct  par  apport  à l’observa- 
teur. Donc,  en  se  rappelant  que  les  projections  des 
moments  linéaires  d’une  force  sur  les  axes  sont 


j'Z—zY,  zX—xZ,  xY—rX, 

on  aura 


(1) 


dx 

- =7(^cos.ï— ïcos.  fj), 
dz 

= 7 ( XCOS  .(i — '^COS . *) . 

dt 


dy 

dt 


=y(zco%.\ — acos.  ï). 


On  peut  calculer  les  moments  absolus  et  linéai- 
res des  vitesses  et  des  quantités  de  mouvement  comme 
on  le  ferait  pour  des  forces  puisque  les  uns  et  les  au- 
tres peuvent  être  représentés  par  des  longueurs  por- 
tées à partir  du  point  que  l’on  considère  sur  la  direc- 
tion de  sa  vitesse  , pour  cela  posons  pour  abréger 

(2)  7COS.l=u,  7COs.(i=i',  7Cos.v=M', 

alors  il  vient 

dx  dy  dz 

(3)  —=zwy—vz,  -^=«3 — w-r,  j^=vx—uy  . 


les  projections  de  la  quantité  de  mouvement  sur  les 
axes  seront  donc 

m(wy — ('z),  m[uz — iv.r) , m (vx — uy), 
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et  par  suite  les  projections  de  son  moment  linéaire 
seront 

— mu  -\-mvay-\-rnwzx , 

sur  l'axe  des  x,  et  des  expressions  semblables  pour  les 
autres-  Par  conséquent , nous  aurons  pour  les  projec- 
tions du  moment  linéaire  principal  , en  adoptant 
les  notations  précédentes  , 

— ulm  (y-\-z‘)  -\-VLmxy-\-wïmzx=:i — Au-|-Ft'-|-Bw  ; 

on  trouvera  de  même  pour  les  deux  autres 

Ainsi , en  appelant  x moment  linéaire  princi- 
pal de  la  quantité  de  mouvement  ^ on  aura 

(4)  ■x=[Ku—h'v — Ew)’-)-(Bv — Dtv — Fm)’-|-(Cw — Eu — D(<)’  : 

si  nous  désij^ons  par  f'  la  somme  des  forces  vives , 
nous  avons  , et  par  suite , en  multipliant  la  va- 

leur de  A par  7' 

(5)  — 2Dvw — âEwu — 2Fum  ; 

enfln  , la  valeur  de  7’  prend  la  forme 
(6)  7’=u*-|-v’-|-m'’. 

Ces  formules  se  simplifient  lorsque  D,E,F  s’éva- 
nouissent , ce  qui  a lieu  si  les  axes  coordonnés  vien- 
nent à coïncider  avec  les  axes  principaux  du  système 
à un  instant  quelconque  du  mouvement,  alors  on 
aura 

(7)  v*=Au’-fBv’-f-Cw’,  (8)  x’=  A’n’-f  BV-f  C'w’. 

Les  formules  4 et  S conviennent  encore  au  cas  ou 
l’on  ne  rapporte  pas  le  »:nrps  à des  axes  fixes  de  posi- 
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tion  dans  le  corps  : alors  ABCDEF  deviennent  indé- 
pendants du  temps  parce  que  les  coordonnées  sont 
constantes  : au  contraire , sont  variables.  Les  axes 
fixes  coïncident  avec  les  axes  principaux  du  corps  ; 
D,E,F  sont  constamment  nuisi  ainsi,  on  a toujours 
les  formule  simplifiées  7 et  8. 


Note  B 

FAISANT  SUITE  AU  cHAFiTBE  I (Hjdrostatique). 


ns 


Mécanisme  du  syphon. 


Fig.  i3i. 


362.  Soit  un  tube  recourbé  plongé  dans  deux  vases 
remplis  du  même  liquide,  soit  v la  pression  exercée  sur 
AB  , <m'  celle  exercée  sur  CD , et  soit  <»'>■»•  ; cela  peut 
arriver  si  AB  est  soumis  à la  pression  atmosphérique, 
et  si  CD  est  soumis  non-seulement  à cette  pression 
mais  encore  à celle  d’un  couvercle  chargé  de  poids  : 
soient  h,h'  les  hauteurs,  nous  .supposons  le  syphon  plein 
d'eau;  soit  p la  pression  hydrostatique  en  on  aura  en 
ce  point 

p=z'v—gfh , 

de  même 


donc 


'm — gfh=‘mr — g’pA'  ou  ^p(A’ — A)='»' — sr , 


à l’étal  d’équilibre  : on  avait  fait  d’abord  le  vide  dans 
le  syphon,  de  sorte  que  la  pression  9 aura  fait  monter 
le  liquide  et  l’aura  conduit  au  sommet  y d’où  Usera 
descendu  dans  la  deuxième  branche , cl  l’éroulenient 
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aura  continué  ; c’est  alors  à ce  moment  où  le  syphon 
est  plein  de  liquide  que  la  condition  d’équilibre  serait 


g^{h' — — -ar . 


Or,  A'>A , puisque  Donc , si  A est  la  base  du 

couvercle  appliqué  sur  le  vase  CD  , «A  sera  la  pres- 
sion sur  ce  couvercle  provenant  de  l’atmosphère  ; il 
faudra  donc  ajouter  à cette  pression  un  poids  P tel  que 
l’on  ait 

'»A-|-P='»'A  , 


ce  poids  étant  bien  distribué  sur  ce  couvercle  ; si  donc 
on  retire  ce  poids , la  pression  intérieure  agissant  de 
bas  en  haut  l’emportera , et  le  couvercle  remontera 
dans  le  liquide  dans  ce  vase,  et , par  conséquent,  l’é- 
coulement du  liquide  provenant  du  vase  AB  recom- 
mencera , et  on  pourra  ainsi  transvaser  le  liquide  du 
premier  vase  dans  le  second.  L’écoulement  cessera 
quand  le  liquide  du  premier  vase  se  trouvera  avoir  le 
même  niveau  que  celui  du  deuxième.  Si  on  conçoit 
que  cela  arrive , alors  A'=A,  par  suite  ; par  con- 

quent,  le  liquide  retombera  de  part  et  d’autre  dans 
chaque  branche  , et  le  niveau  s’y  établira. 

L’écoulement  cesserait  encore  si  la  surface  du  liquide 

AB  s’ahaissait  à une  hauteur  telle  que  h >.  — , car  le 

9? 

poids  de  l’atmosphère  tiendrait  en  équilibre  une  co- 
ionne  de  liquide  dont  la  hauteur  h=  — ; cela  est  vrai, 
que  le  tube  soit  droit  ou  courbe:  ainsi,  si  dans  ce 
tuyau  courbe  la  hauteur  — il  n’y  aura  pas  moyen 


(5.4) 

de  faire  passer  le  liquide  d’un  vase  dans  l’autre  par 
la  pression  atmosphérique.  Enfin  , l’écoulement  cesse- 
rait encore  si  on  pratiquait  une  ouverture  dans  le  sy- 
phon  en  f,  car  alors  la  pression  extérieure  serait  « , 
tandis  qu’elle  ne  serait  que  — gph  dans  l’intérieur, 
de  sorte  que  la  pression  extérieure,  en  vertu  de  son 
excès  de  pression  gph,  refoulerait  le  liquide  dans  le 
tube.  La  même  chose  aurait  lieu  si  on  pratiquait 
l’ouverture  en  un  autre  point  du  tube. 
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